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预测控制优化变量的集结策略

杜晓宁, 席裕庚
(上海交通大学 自动化研究所,上海 200030)

摘　要: 为减少预测控制的在线计算量,提出了对优化变量进行集结的优化策略。通过一个集结矩阵将

原优化变量与集结后的变量联系起来,从而为多种预测控制算法建立一个统一的框架。分析了现有的几

种典型优化策略的集结表述,说明了所提出的集结优化框架具有一定的普适性,并在此框架下提出一种

新的具有输入衰减形式的集结优化算法。
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Aggregation optim ization strategy in m odel pred ictive con trol
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Abstract: A n aggregation op tim ization stra tegy is p ropo sed to reduce the on2line computational burden

of model p redict ive con tro l (M PC). A unifo rm fram ew o rk is bu ilt fo r a class of simp lified stra tegies, in

w h ich the o riginal op tim ized variab les are connected w ith the aggregated ones th rough the aggregation

m atrix, so the on2line op tim ization ofM PC is tu rned in to a low 2dim ensional p rogramm ing of aggregated

variab les o r the aggregated m atrix. Several ex ist ing typ ical M PC algo rithm s are described and un ified

under th is fram ew o rk. Based on th is fram ew o rk, a new aggregation stra tegy w ith inpu t decaying fo rm

is also p resen ted.
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1　引　　言

　　预测控制与最优控制的区别在于它不是一次计

算出使性能指标达到最优的控制律,而是通过滚动

优化的方式逐次计算。由于受对象的复杂特性及运

行现场环境限制,其优化问题一般表现为一个不易

直接求解的多变量多约束的非线性规划问题,这个

问题的计算在每一时刻都要进行,因此其优化方法

对于算法的实时效率非常关键。提高计算效率的一

个直接想法就是减少优化变量的维数,以获得一个

低阶优化问题。为减少在线优化的计算量,文献[ 1 ]

提出了一步近似算法,即只需在线求解当前控制量,

对未来的控制序列则近似进行求解。文献[ 2 ]则采用

饱和函数近似来处理输入约束,但难以得出解析表

达式。文献[ 3 ]在预测函数控制中利用B lock ing 技

术来降低优化自由度。文献[ 4 ]先将约束集分为起作

用约束集、不起作用约束集和不确定约束集,一旦起

作用约束集确定了,则优化就可以解析地通过求解
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L agrangian 方程而转化为一个低维的优化问题。

　　本文提出了对优化变量进行集结的优化策略,

为多种预测控制的简化算法建立了一个统一的框

架,基于此框架可衍生出许多行之有效的算法。通过

选取合适的集结矩阵和集结优化变量,将每一时刻

的在线优化问题转化为一个低维的优化问题,从而

降低了在线计算的负担。本文进一步给出了现有的

几种典型优化算法的集结表述,并提出一种新的具

有输入衰减形式的集结优化算法。

2　预测控制算法的一般描述

　　考虑如下一般形式的非线性系统

x (k + 1) = f (x (k ) , u (k ) ) (1)

其中, x (0) 已知, x (k ) 和 u (k ) 分别为状态和输入矢

量, f (0, 0) = 0 (原点为一个平衡点) 且在原点连续。

状态和输入矢量满足如下约束

x (k ) ∈ 8 x Α R n ,　u (k ) ∈ 8 u Α R m (2)

其中, 8 x和8 u分别为R n和R m 上的紧集,且均包括原

点为内点。

　　预测控制在每一时刻模型预测的基础上,需求

解一个未来有限时域上的开环优化问题, k 时刻的

约束优化问题可描述为

m in
u (k) , u (k+ 1) ,⋯, u (k+ N - 1) ∑

N

i= 1

[ lx (x (k + iûk ) ) +

　 　　　　　　　lu (u (k + i - 1ûk ) ) ]

s. t. 　

x (k + iûk ) =

f (x (k + i - 1ûk ) , u (k + i - 1ûk ) )

x (k + iûk ) ∈ 8 x

u (k + i - 1ûk ) ∈ 8 u

i = 1, 2,⋯,N

x (kûk ) = x (k )

(3)

其中, x (k + iûk ) 为系统的预测状态向量,N 为滚动

预测时域, lx (õ) 和 lu (õ) 为正半定函数,且满足 lx (0)

= 0, lu (0) = 0。

　　 求解上述问题得到最优控制序列{u3 (kûk ) ,

u3 (k + 1ûk ) ,⋯, u3 (k + N - 1ûk ) },取 k时刻控制

律为 u (k ) = u3 (kûk ) 并作用于系统。到下一采样时

刻,重复上述优化过程,得到 u (k + 1) ,依次进行,即

形成滚动优化。记优化变量

U (k ) = [uT (kûk )　⋯　uT (k + N - 1ûk ) ]T

(4)

显然, 优化问题 (3) 的求解取决于U (k ) 的维数, 这

通常是一个高维优化问题。

3　预测控制优化变量集结策略

　　从第 2节对预测控制算法的描述中可以看出,

若控制变量的维数为m ,优化时域为N ,则优化问题

(3) 的计算复杂性将取决于mN。由于预测控制采用

的是滚动优化方式, 在每一时刻求出的最优控制序

列中,只有当前控制量作用于对象,其余未来的控制

量在实施或以后的计算中都没有采用, 精确地对其

优化求解并不必要。因此, 如果能采用某种集结方

式,将原来的优化变量用一组低维的集结变量代替,

则可大大减少在线优化计算量, 从而满足实时优化

的要求。取集结变换的形式为

U (k ) = HV (k ) (5)

其中,V (k ) = [vT
1 (k )　vT

2 (k )　⋯　vT
s (k ) ]T , s (s <

N ) 为集结优化变量, vi (k ) ∈R m , H 为N m × sm 维

集结矩阵,可表示为

H =

H 1

�
H N

=

H 11 ⋯ H 1s

� ω �
H N 1 ⋯ H N s

(6)

其中H i = [H T
i1　⋯　H T

is ]T 为m × sm 维矩阵。则通

过集结后,每一时刻在线求解的优化问题可表示为

m in
V (k)或H∑

N

i= 1
[ lx (x (k + iûk ) ) + lu (H iV (k ) ) ]

s. t.

x (k + iûk ) = f (x (k + i - 1ûk ) , H iV (k ) )

x (k + iûk ) ∈ 8 x ,　H iV (k ) ∈ 8 u

i = 1, 2,⋯,N

x (k ûk ) = x (k )

(7)

因为集结优化变量V (k ) 的维数 sm 小于原优化变量

U (k ) 的维数N m ,故在线优化的计算量可以大大降

低。该集结滚动优化策略不受模型的限制,对一般的

线性和非线性系统均适用。

4　几种典型优化策略的集结表述

4. 1　分段集结优化策略

　　分段集结优化的思想是通过对控制时域进行

不同的分段来达到快速计算的效果, 即对近期目标

进行精确优化,对未来远期目标采用粗略优化。这样

虽然性能指标有一定的损失, 但可通过预测控制的

滚动优化方式逐步改善。将优化时域N 集结为 s段,

设第 j ( j = 1, 2,⋯, s) 段的长度为 l j ,则有

N = ∑
s

j= 1
l j (8)

记 vi (k ) = v (k + i - 1ûk ) , i = 1, 2,⋯, s,则新的集
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结优化变量与原优化变量 u (k + iûk ) ( i = 0, 1,⋯,

N - 1) 之间的关系可表示为

u (k + iûk ) =

v (kûk ) ,　　　i = 0, 1,⋯, l1 - 1

v (k + 1ûk ) ,　i = l1, l1 + 1,⋯, l1 + l2 - 1

�
v (k + s - 1ûk )

　　i = ∑
s- 1

j= 1
l j ,∑

s- 1

j= 1
l j + 1,⋯,∑

s

j = 1
l j - 1

(9)

此时集结矩阵H 可表示为

H =

Im 0m ⋯ 0m

� � ω �
Im 0m ⋯ 0m

0m Im ⋯ 0m

� � ω �
0m Im ⋯ 0m

� � ω �
0m 0m ⋯ Im

� � ω �
0m 0m ⋯ Im

s

} l1

} l2

} ls

(10)

其中, Im 为m ×m 单位矩阵, 0m 为m ×m 零矩阵。

　　下面分析这种分段集结优化方法对于已有预

测控制算法中简化控制策略的覆盖性。

　　1) 取控制时域M 小于优化时域N :这是通常预

测控制算法中为减少优化计算量最常采取的一种策

略,即在 k 时刻优化中假设控制量 u (k ) 的变化只到

控制时域 k + M 为止, 之后便保持不变, 即 u (k +

iûk ) = u (k + M - 1ûk ) , i = M ,⋯,N - 1。不难看

出,这相当于 s = M + 1,集结矩阵 (10) 中取 l1 = ⋯

= lM = 1 ( ls = N - M ) 时的情况。

　　2) 粗控制细优化: 文献 [ 5 ] 提出了控制在连续

若干个N SM 采样周期内保持不变, 但优化仍要对

每一采样时刻进行以光滑各点输出的策略。这相当

于等距离的分段集结优化, H 阵中所有分块的 li 均

等于N SM 的特例。

　　3) 单值预测控制: 单值预测控制算法是控制时

域仅取为 1,对未来第N 步输出进行预测的一种简

化算法[6 ] ,此时性能指标中仅含有未来第N 步的输

出预测。该算法相当于 s = 1,集结矩阵 (10) 中 ls =

N 时的情况。

　　4) 指数增长式控制时段:文献[ 7 ]提出“越远离

当前时刻的控制输入越可以粗略计算”的思想, 因

而采取了指数形式的控制分段, 即假设未来控制输

入分别在 1, p , p 2,⋯个周期内保持不变, 这正是此

处 l i = p i- 1的特例。特别当 p = 2时,控制的分段可

写作 l = {1, 2, 4,⋯}。图 1给出了以 2为指数进行分

段后的集结优化方式。

图 1　指数集结分段优化策略

4. 2　预测函数集结控制策略

　　集结优化框架不仅可用于简化计算,而且可以

深入地理解预测控制中一个特殊分支 —— 预测函

数控制 (PFC)。PFC 在预测优化的具体做法上与一

般预测控制算法有所不同, 然而如果从集结的观点

看,它与传统预测控制算法均可统一表述为集结优

化的形式。为便于说明, 这里考虑单输入单输出系

统。在预测函数控制中, 通过引入基函数, 将控制变

量表示为若干基函数的加权和,即

u (k + iûk ) = ∑
s

l= 1
Λlf l ( i) ,　i = 0, 1,⋯,N - 1

(11)

其中, Λl为加权系数, f l (õ) ( l = 1, 2,⋯, s) 为一组选

定的基函数, f l ( i) 为基函数 f l (õ) 在 i时刻的值。记

　　　　f ( i) = [ f 1 ( i)　f 2 ( i)　⋯　f s ( i) ]T

　　　　Λ= [Λ1　Λ2　⋯　Λs ]T

则可将式 (11) 写成向量形式

u (k + iûk ) = ΛT f ( i) ,　i = 0, 1,⋯,N - 1

(12)

由于系统对这些基函数的响应都是已知的, 在这组

控制作用下未来N 个时刻的输出便可用各时刻这

些已知响应的加权和表示, 而对输出性能指标的优

化则归结为优化加权系数。得到了加权系数,就不难

根据式 (12) 计算出 k 时刻的控制量。

　　由式 (12) ,不难写出

　　U = HV =

　　

ΛT 0 ⋯ 0

0 ΛT ⋯ 0

� � ω �
0 ⋯ ⋯ ΛT

N ×sN

f (0)

f (1)

�
f (N - 1) sN ×1

(13)

但应注意这里的 f ( i) 的值全部是已知的,真正的优

化变量是 Λ,为此可将上式改写为
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U = H 3 V 3 (14)

其中

H 3 =

f T (0)

�
f T (N - 1) N ×s

,　V 3 = Λ=

Λ1

�
Λs s×1

于是可以看到, 虽然在预测函数控制中优化的不是

控制量的值, 而是其加权系数, 但经过从式 (13) 到

(14) 的变换, 它同样可归结为优化变量的集结。由

于通常基函数的数量 s远小于优化时域长度N , 所

以该算法的优化变量大为减少, 从而更适应于快速

系统。基于基函数加权的优化如图 2所示。

图 2　基于基函数加权的优化

5　具有输入衰减形式的集结优化

策略

　　集结框架不仅可以解释和说明现有的一些典

型预测控制策略, 而且针对不同的控制要求还可以

衍生出许多行之有效的简化策略。本文提出一种具

有输入幅值衰减形式的集结策略, 该策略采用启发

式的思想,符合理想情况下调节问题的控制要求。在

许多控制问题中,我们期望控制量光滑、平稳地趋近

固定值, 这可以通过事先选定其形状变化系数{1,

b2,⋯, bN },且令 u (k + i - 1ûk ) = biu (kûk ) 来达到,

显然此时的优化变量只有 u (kûk )。特别对于调节问

题,理想的控制输入应具有渐近衰减到零的形式,因

此可采用具有输入衰减形式的集结滚动优化策略,

令集结优化变量仅为当前要实施的控制量, 即

v (kûk ) = u (kûk ) , 其它未来时刻的控制量{u (k +

1ûk ) ,⋯, u (k + N - 1ûk ) }则为与集结变量相关的

幅值衰减序列,即

u (k + iûk ) = Θiu (kûk ) ,　i≥ 1,　0 < Θ< 1

(15)

其中 Θ为衰减系数。此时集结矩阵H 的形式为

H =

Im

ΘIm

�
ΘN - 1 Im

(16)

经如此集结后,在线优化变量仅为 u (kûk ) 和Θ,维数

从原N m 维降到了m + 1维。如果Θ可以事先确定,

则可进一步简化计算量。

6　结　　论

　　为降低预测控制在线优化的计算量,本文提出

了一种对优化变量进行集结的滚动优化策略,为一

类简化策略建立了一个统一的框架描述。通过集结

变换将原优化变量与集结后的变量联系起来,于是

预测控制的在线优化问题便转化为一个对集结变量

或集结矩阵的低维优化问题。由于集结变量或集结

矩阵优化变量的数目远小于原优化变量的数目,因

此计算量大大减小。本文分析了几种典型预测控制

优化算法的集结表述,说明了所提出的集结优化框

架具有一定的普适性,并在此框架下提出了一种新

的具有输入衰减形式的集结优化算法。
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