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一类结构不确定采样系统的鲁棒控制
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摘　要: 针对一类结构不确定性线性采样系统,在时域中用L yapunov方法研究采样系统的鲁棒控制及

最优鲁棒控制,给出了系统鲁棒稳定的充分条件以及相应的鲁棒控制律。控制律的求取借助于求解一类

线性矩阵不等式 (LM I) ,或求解满足特定线性不等式条件下的优化问题。算例结果表明,采样周期是一

个关键性的设计参数。
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Abstract: By using the L yapunov m ethod, the robust con tro l and the robust op tim al con tro l fo r a class

of samp led2data system s w ho se underlying con tinuous2t im e system s are sub jected to structu red

uncerta in t ies are discussed in tim e2dom ain. Som e sufficien t condit ions of robust stab ility and the

co rresponding robust con tro l law s are derived. A ll these resu lts are designed by so lving a class of linear

m atrix inequalit ies (LM I) o r a dynam ic p rogramm e p rob lem w ith LM I constra in ts respectively.

A n examp le is show n that the samp ling period is the crucia l design param eter.
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1　引　　言

　　近年来,有关控制系统鲁棒控制的研究取得了

一些重要的研究成果[1～ 8 ]。这类问题的研究方法主

要分为频域和时域两大类,其中频域法主要有H ∞

方法、奈氏阵列法等,而时域方法主要是L yapunov

函数法。目前,有关时滞系统、非线性系统以及采样

系统的研究,还有许多工作要做。

在计算机控制应用中,大多数控制系统都是采

样控制系统,即计算机控制下连续控制对象所构成

的闭环系统。因此,研究采样系统的鲁棒控制问题就

显得十分重要。本文针对一类结构不确定性线性采

样系统和给定的二次性能指标 , 利用L yapunov方

法研究该类系统的鲁棒控制问题,给出了相应的鲁

棒控制律。这些控制律的求取借助于求解一类线性
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矩阵不等式 (LM I) ,或求解满足特定线性不等式条

件下的优化问题。

2　模型描述及有关定义

　　被研究的采样系统对应的连续控制对象

xα( t) = (A + ∃A ) x ( t) + B u ( t) (1)

式中, x ( t) ∈R n和 u ( t) ∈R m 分别为状态变量和控

制变量; A ∈R n×n和B ∈R n×m 分别为系统矩阵和控

制矩阵; ∃A = ΑA p , Α> 0,A p 为扰动的结构,其非零

元素代表系统矩阵A 中受到扰动的元素,其元素值

的大小反映系统矩阵A 中元素受到扰动的程度。

对式 (1) 进行离散化,得

x (k + 1) = (G + ∃G ) x (k ) +

(H + ∃H ) u (k ) (2)

其中

G = exp [A T ],　H =∫
T

0
exp [A Σ]dΣB (3)

∃G = exp [ (A + ∃A ) T ] - exp [A T ] =

exp [A T ] [exp [∃A T ] - 1 ]

∃H =∫
T

0
exp [ (A + ∃A ) Σ]dΣB -

∫
T

0
exp [A Σ]dΣB =

∫
T

0
exp [A Σ] [exp [∃A Σ] - ) ]dΣB

　　当采样周期 T 选得足够小时,则有

exp [∃A T ]≈ I + ∃A T

所以

∃G = exp [A T ]∃A T = ΑGA p T (4)

∃H =∫
T

0
exp [A Σ]ΣdΣ∃A B =

H q∃A B = ΑH qA pB (5)

　　定义 1　如果存在状态反馈 u (k ) = K x (k ) ,矩

阵 0 < P T = P ∈R n×n ,满足

x (k + 1) TP x (k + 1) - x (k ) TP x (k ) < 0

则称离散模型 (2) 是状态反馈可镇定的, u (k ) =

K x (k ) 为其鲁棒控制器。

本文将多次用到以下两个事实性引理:

引理 1[1 ]　对于定常矩阵 8 1 = 8 T
1 , 8 2 = 8 T

2 >

0以及 8 3,矩阵不等式

8 1 + 8 T
3 8 - 1

2 8 3 < 0 (6)

成立的充要条件是

8 1 8 T
3

8 3 - 8 2

< 0 o r
- 8 2 8 3

8 T
3 8 1

< 0 (7)

　　引理 2[2 ]　任取方阵 Y 和W ,使 Y = W TW ,再

取两适当维数的矩阵 X 和 Z ,则对任何常数 Ε> 0,

总有下式成立

X TY Z + Z T YX ≤ ΕX T YX + Ε- 1Z T Y Z (8)

3　主要结果

　　本节针对上节中的离散模型和给定的二次性

能指标,研究采样系统的鲁棒控制及最优鲁棒控制,

给出采样系统鲁棒稳定的充分条件, 并分别给出相

应的鲁棒控制律。所有结果都是用线性矩阵不等式

(LM I) 描述的。

3. 1　无目标区域限制下系统的镇定

定理 1　如果存在常数Ε> 0,矩阵 0 < Q T = Q

∈R n×n , Y ∈R m×n ,满足LM I

- Q (GQ + H Y ) T A 3 T

GQ + H Y - (1 + Ε) - 1Q 0

A 3 0 - (1 + Ε- 1) - 1Α- 2Q

< 0

(9)

式中

A 3 = (G　H q)
A p 0

0 A p

Q T

B Y

则系统 (2) 在状态反馈鲁棒控制器

u (k ) = K x (k ) ,　K = YQ - 1 (10)

控制下是鲁棒稳定的。

证明　式 (9) 成立等价于

(1 + Ε) (GQ + H Y ) TQ - 1 (GQ + H Y ) +

(1 + Ε- 1) Α2A 3 TQ - 1A 3 - Q < 0 (11)

即

(1 + Ε) (GQ + H Y ) TQ - 1 (GQ + H Y ) +

(1 + Ε- 1) (∃GQ + ∃H Y ) TQ - 1 ×

(∃GQ + ∃H Y ) - Q < 0

根据引理 1,上式成立的充分条件是下式成立

(GQ + H Y ) TQ - 1 (GQ + H Y ) +

2 (GQ + H Y ) TQ - 1 (∃GQ + ∃H Y ) +

(∃GQ + ∃H Y ) TQ - 1 (∃GQ + ∃H Y ) - Q < 0

整理得

[ (G + ∃G )Q + (H + ∃H ) Y ]TQ - 1 ×

[ (G + ∃G )Q + (H + ∃H ) Y ] - Q < 0

取 K = YQ - 1,则上式可变为

[ (G + ∃G ) + (H + ∃H ) K ]TQ - 1 ×

[ (G + ∃G ) + (H + ∃H ) K ] - Q < 0

取V k = x (k ) TQ - 1x (k ) , u (k ) = K x (k ) ,则有

　∃V k = V k+ 1 - V k =
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　x (k + 1) TQ - 1x (k + 1) - x (k ) TQ - 1x (k ) =

　x (k ) T {[ (G + ∃G ) + (H + ∃H ) K ]TQ - 1 ×

　[ (G + ∃G ) + (H + ∃H ) K ] - Q - 1}x (k ) < 0

　　由此可知,状态反馈控制器 (10) 是系统 (2) 的

鲁棒稳定控制器。□

3. 2　目标区域限制下系统的镇定

离散模型 (2) 在性能指标

J = ∑
∞

k= 0
[x (k ) TS x (k ) + u (k ) TR u (k ) ] (12)

下的鲁棒控制器为

u (k ) = K x (k ) (13)

根据L yapunov稳定性理论,有如下定理:

定理 2　如果存在矩阵 P T = P > 0,满足

[ (G + ∃G ) + (H + ∃H ) K ]T P ×

[ (G + ∃G ) + (H + ∃H ) K ] -

P + S + K TP K ≤ 0 (14)

则控制器 (13) 是保性能鲁棒控制器。

证明　取

x (k + 1) TP x (k + 1) - x (k ) T P x (k ) ≤

- (x (k ) TS x (k ) + u (k ) TR u (k ) ) (15)

则

J = ∑
∞

k= 0
[x (k ) TS x (k ) + u (k ) TR u (k ) ] =

∑
∞

k= 0
x (k ) T [S + K TR K ]x (k ) ≤

- ∑
∞

k= 0
[x (k + 1) T P x (k + 1) - x (k ) T P x (k ) ] =

x (0) T P x (0) (16)

显然, 性能指标的目标区域为 x (0) TP x (0)。而式

(15) 可变为

x (k ) T {[ (G + ∃G ) + (H + ∃H ) K ]T P ×

[ (G + ∃G ) + (H + ∃H ) K ] - P }x (k ) ≤

x (k ) T [S + K T P K ]x (k )

故式 (14) 成立,亦即定理 2成立。□

定理 3　如果存在常数Ε> 0,矩阵 0 < Q T = Q

∈Q n×n , Y ∈R m×n ,满足
QSQ - Q (GQ + H Y ) T A 3 T Y T

GQ + H Y - (1 + Ε) - 1Q 0 0

A 3 0 - (1 + Ε- 1) - 1Α- 2Q 0

Y 0 0 - R - 1

≤ 0

(17)

则控制器

u (k ) = K x (k ) ,　K = YQ - 1 (18)

为系统 (2) 的保性能鲁棒控制器。

证明　根据引理 2,式 (14) 成立等价于下式成

立

Y TR Y + Q SQ - Q + (1 + Ε) ×

(GQ + H Y ) TQ - 1 (GQ + H Y ) +

(1 + Ε- 1) Α2A 3 TQ - 1A 3 ≤ 0 (19)

取 K = YQ - 1, P = Q - 1,则式 (19) 可变为

(1 + Ε) (G + H K ) T P (G + H K ) +

(1 + Ε- 1) (∃G + ∃H K ) T P (∃G +

∃H K ) - P + S + K TR K ≤ 0 (20)

由引理 1知,式 (20) 成立的充分条件是下式成立

(G + H K ) T P (G + H K ) +

2 (G + H K ) T P (∃G + ∃H K ) +

(∃G + ∃H K ) TP (∃G + ∃H K ) -

P + S + K TR K ≤ 0 (21)

取V k = x (k ) T P x (k ) ,则

∃V k = V k+ 1 - V k =

x (k ) T [ (G + H K ) T P (G + H K ) +

2 (G + H K ) T P (∃G + ∃H K ) +

(∃G + ∃H K ) TP (∃G + ∃H K ) - P ]x (k ) ≤

- x (k ) T [S + K TR K ]x (k )

故定理 3成立。□

3. 3　最优鲁棒控制器的设计

根据式 (14) 和式 (15) ,对于常数 Χ> 0,如果下

列优化问题有解

m in Χ
s. t. x (0) TP x (0) ≤ Χ
　　式 (17) 成立

(22)

则控制器u (k ) = K x (k ) 为鲁棒最优控制器。于是有

下述定理:

定理 4　如果存在 0 < Q T = Q ∈ R n×n , Y ∈

R n×n ,常数 Ε> 0, Χ> 0,满足下列条件

m in Χ

s. t.
Χ x (0) T

x (0) Q
≥ 0

QSQ - Q (GQ + H Y ) T A 3 T Y T

GQ + H Y - (1 + Ε) - 1Q 0 0

A 3 0 - (1 + Ε- 1) - 1Α- 2Q 0

Y 0 0 - R - 1

≤ 0

(23)

则控制器

u (k ) = K x (k ) ,　K = YQ - 1

为系统 (2) 的鲁棒最优控制器。

证明参考可定理 2和定理 3的证明。
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4　实例说明

　　考虑文献[ 2 ] 的例子

xα( t) =
- 1 4

0 - 1
x ( t) +

0

1
u ( t)

取所受扰动 ∃A = ΑA p ,这里取A p 为单位阵。离散化

后离散名义系统模型为

x (k + 1) =
0. 904 8 0. 361 9

0 0. 904 8
x (k ) +

0. 018 7

0. 095 2
u (k )

其性能指标

J = ∑
∞

k= 0
[x (k ) T x (k ) + u (k ) T u (k ) ]

取采样周期 T = 0. 1 s,扰动Α= 0. 3,系统的初始状

态 x (0) = [ 1　1 ]T。利用M A TLAB 软件中的矩阵

不等式工具箱,对由式 (23) 描述的优化问题进行求

解,得

u (k ) = - [ 1. 237 0　3. 828 5 ]x (k )

P =
12. 507 2 16. 835 0

16. 835 0 49. 641 3

此时,性能指标 J 的最小值 J m in = Χm in = 95. 818 5。

在无扰动情形下,系统的离散最优控制

u (k ) = - [ 0. 411 0　1. 314 4 ]x (k )

对应的性能指标 J 的最小值 J m in = 29. 098 9。

图1和图2分别给出了系统在无扰动及扰动Α
= 0. 3时闭环系统的状态响应曲线。可见,受扰动后

图 1　无扰采样系统的闭环状态变化

图 2　受扰采样系统的闭环状态变化

系统的响应时间变长,控制增益变大。
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