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一类推广的两步鲁棒辨识算法

莫建林, 张卫东, 许晓鸣
(上海交通大学 自动化系,上海 200030)

摘　要: 基于传统的两步辨识方法,提出一类当频域数据样本在系统频率段上非均匀分布时的 H ∞鲁棒

辨识方法。分析了相应的最差情况的辨识误差, 并给出了采用 L idstone插值样条算子和三角窗函数时

显式最差情况辨识误差上界。
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A class of extended two step robust identification

MO J ian-lin, ZH A N G W ei-d ong , X U X iao-ming

( Depar tment of Autom ation, Shanghai Jiao tong Univ ersity , Shanghai 200030, China)

Abstract: Based on t he tradit ional tw o st ep robust identif ication, a class o f r obust identification

alg or ithms ar e pr opo sed fo r t he system in which frequency da ta ar e sampled in unequally distr ibuted

fr equency interv als. T he w or st -case identificat ion er r or upper bound is analyzed, and an explict er ro r

upper bound is obtained when the L idst one interpo la tion spline and tr iangular w indow are used.
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1　引　　言

　　H ∞鲁棒辨识是针对现代 H ∞ 鲁棒控制理论提

出的一种新型辨识算法。通过未知对象的验前信息

和测量到的被噪声污染的系统数据样本(验后信息)

以及给定的确定性噪声上界, 建立真实系统的估计

模型, 并获得 H ∞范数意义下的显式最差辨识误差

上界,同时保证算法的鲁棒收敛性
[ 1～4]
。基于不同形

式的数据样本,发展了频域H ∞鲁棒辨识方法[ 5, 6] 与

时域 H ∞ 鲁棒辨识方法[ 7, 8]。在较成熟的几类频域

H ∞ 鲁棒辨识方法中, 基于信息复杂度理论的辨识

方法可获得最优的辨识算法, 并能在辨识过程同时

进行模型验证[ 9, 10] ; 基于线性规划转换的辨识方法

可通过模型基函数的选择, 恰当地融入验前信息来

获取较低维数的估计模型[ 11, 12] ; 两步辨识方法则可

通过在第1步采用快速傅立叶变换( FFT) ,第2步采

用Nehari问题中的Hankel算子,得到简捷有效的快

速算法 [ 1, 2, 5]。相对于两步法, 前两种方法运算复杂、

收敛速度慢, 但可直接利用频率上非均匀分布的频

域数据样本。然而数据样本在频率上均匀分布是两

步法的一个前提条件。文献[ 13] 建立了一种频域数

据样本非均匀分布时的两步辨识方法, 但对采样数

据进行等间隔筛选而抛弃了许多有用数据, 未能充

分利用验后信息。

　　本文采用一类线性插值样条算子, 首先对所有
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非均匀分布频域数据样本进行拟合, 然后对得到的

拟合函数提取等间隔数据样本, 从而转化为频域数

据样本均匀分布时的两步辨识算法, 建立了一类处

理非均匀分布频域数据样本的 H ∞鲁棒辨识算法。

2　问题描述与算法实现

　　我们考虑的未知对象g为单输入单输出离散系

统,且 g ∈ A ( D )。为方便表述,本文作如下定义:

B �, M � { f � f ∈ A ( D�) , 且‖f‖∞ = sup
z∈D�
� f � ≤ M }

其中M > 0表示系统增益上界,�≥1对应于系统的

相对稳定程度。A ( D �) � { f ∈ H ( D�) ,且在 �D�上

连续} , D�� { z ��z � < �} , �D�� { z ��z � = �} , 当�
= 1时简化表示为D , �D , A ( D )。H ∞ ( D�) � { f � f 在
D�内解析, 且‖f‖∞ = sup

z∈D
f

� f � < ∞}。

　　应注意到,为便于映射到复平面的单位圆盘上

对问题进行分析, 鲁棒辨识方法中采用的系统表述

g 是真实系统 g true 的一种变换形式, 即 g ( z ) =

g true ( 1/ z )。这样, 实际中的稳定系统集则对应于集

合 H ∞( D )。

　　我们采用的验后信息为系统g对应于频率点集

� N已被噪声 污染的频域采样数据EN。与频率相关

的其它定义如下:

　　� N � {!N , k�k = 1, 2, ⋯, N } , 并满足 !N , k <

!N , k+ 1, 采样点最大间隔 �
～

N � max
k= 1,⋯, N - 1

{!N , k+ 1 -

!N , k} ,且满足 �
～

N≤ ∀n ,其中 !N , k为样本数为N 时第

k 个频率点。频域数据样本的相关定义:

EN � {E N , k( g,  ) } Nk= 1

EN , k( g ,  ) � gN , k +  N , k

gN , k = g( ej!N , k)

gN � {gN , k } Nk= 1

 N � { N , k} Nk= 1

QN ( #) � { N� � N ,k � ≤ #, k = 1, 2,⋯, N }

其中 #为在给定的确定性误差上, 反映由于非线性
或时变等引起的系统未建模动态或外界的干扰噪声

界。

　　下文中如无特别声明,‖f‖∞ � sup
z∈D
� f � , 并应

注意到, 当 f 在 �D 上连续时, 由极大模原理 [ 14]
, 有

‖f ‖∞ = sup
z∈D
� f � = sup

z∈�D
� f �。

　　鲁棒辨识算法即为从验后数据集{EN } 到验前

模型集 A ( D ) 的映射, 以获得对真实系统 g 的最佳

逼近g
�N
la,得到相应的 H ∞范数意义下的如下显式最

差辨识误差表示

e( A ( D ) , QN ( #) , ∀N ) =
sup
�
～

N
≤∀

N

sup
g∈A ( D) ,  

N
∈Q

N
( #)
‖g - g

�
la‖∞ ( 1)

称辨识算法是鲁棒收敛的, 当 lim
N→∞, #→0

e( A ( D ) ,

QN ( #) , ∀N ) = 0。

　　取 X N 为插值样条算子, 定义对应于数据样本

E N的拟合函数为 f
～

N � X N ( EN ) ,则本文辨识算法可

表述为:先对 f
～

N 上的等间隔点作如下离散傅立叶变

换

g
⌒
L , k =

1
L {∑

L - 1

i= 0
f
～

N (W
i
L )W

- ik
L }

k = 0, 1,⋯, L - 1 ( 2)

其中,W L = ej( 2∃/L ) , L 为在拟合函数上所取的等间隔

频率点数, 且 L ( N ) 为单调递增函数, 并满足

lim
N→∞

L ( N ) = ∞。然后对g
⌒

L , k作周期扩展定义: g
⌒

L , k =

g
⌒

L, k±sL ,其中 s为任意整数。于是可将问题转换为如

下频域数据样本在频率上等间隔分布时的两步辨识

算法[ 5] :

　　Step1: 获取未知系统的初步估计

g
�E, N
p i = ∑

n

k= - n

w n, kg
⌒

L , kz
k ( 3)

其中, w n, k为滤除噪声的窗函数, n为截断数目,并应

满足 n( L ) 单调递增, L > 2n, lim
L→∞

n( L ) = ∞;

　　Step2: 获取未知系统的最终估计

g
�N
id = arg min{‖g�E, Npi - g

�
la‖∞�g�la∈ H ∞} ( 4)

　　定义 Step1最差辨识误差为 [ 5]

e pi ( A ( D ) , QN ( #) , ∀N ) =

sup
�
～

N
≤∀

N

sup
g∈A ( D ) ,  

N
∈Q

N
( #)
‖g - g

�E, N
pi ‖∞ ( 5)

从而将问题转化为采样点均匀分布的鲁棒收敛的两

步结构辨识算法。

3　鲁棒辨识算法的显式最差情况

误差界

　　本文采用 Lidstone插值样条和三角窗函数, 并

在辨识对象g ∈ B �,M 时对算法进行误差分析,推出

相应的显式最差情况误差界。对于其它情况, 可采用

类似的分析。

　　 定义 1
[ 14] ( L idstone 插值样条定义)　 在区间

[ a, b] 上给定划分 a = x 0 < x 1 < ⋯ < x m = b,且在

此划分上给定函数% ( x )的值% ( x i) , i = 0, 1,⋯, m,
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可构造如下相应的Lidstone插值样条函数 S( x ) ,满

足插值条件 S( x i ) = % ( x i) , i = 0, 1,⋯, m, 在每个

子区间[ x i- 1, x i ] 上, S ( x ) 是 2n - 1次多项式, 且在

整个区间[ a, b] 上是 2n - 2阶连续的,即

S ( % ) =∑
n- 1

j = 0
[ S

( 2j )
( x i- 1) f 2j + 1 ( v ) +

S
( 2j )
( x i) g2j + 1( v ) ] h

2j
i ( 6)

其中, v = ( x - x i ) / hi , hi = x i - x i- 1 , x i- 1≤ x≤ x i,

S
( 0) ( x i ) = S( x i ) = % ( x i ) , i = 1, 2, ⋯, m; f 2j+ 1 和

g2j + 1称为 Lidstone多项式, 当 j = 0时,有 f 1( v ) =

1 - v , g 1( v ) = v。

　　引理1
[ 14]　若S ( x ) 是F( x ) 在[ a, b] 上的2n -

1次 Lidstone插值样条, 则有

‖S ( r ) - F
( r )‖∞ ≤

[‖F
( 2n)‖∞(

1
3
+

1
22n- r ) + !~( F ( 2n ) ; h) ×

( 3 +
3

2
2n- r ) ] h

2n- r
, 　r = 0, 1,⋯, 2n - 1 ( 7)

其中, h = max
1≤i≤m

( hi ) , !~( f ; h) 称为 f 的连续模, !~( f ;

h) = ‖hf
( 1)
‖∞。

　　不难看出, 当取一阶 Lidstone 插值样条 n = 1

且 r = 0时,有

‖S - F‖∞≤

[‖F
( 2)‖∞(

1
3
+

1
22 )

+ !~( F ( 2) ; h) ( 3 +
3
22 ) ]

h
2

( 8)

其中 !~( F ( 2)
; h) = ‖hF

( 3)
‖∞

　　引理 2　若 S 为一阶 Lidstone 插值样条算子,

则该算子是线性的,且满足‖S‖∞≤ 1。

　　证明　不难看出一阶 Lidstone 插值样条 S 为

线性算子。取 % ∈ l∞且‖%‖∞ = 1,不难推出

sup{S ( % ) � x �x ∈ [ a, b] } ≤ max
i= 0, 1 ,⋯,m

{% ( x i ) } ≤ 1

所以有

‖S‖∞ = sup
‖%‖

∞
= 1

‖S( % )‖∞
‖%‖∞ ≤ 1 □

　　采用三角窗函数
[ 15]

w n, k =
1 - �k� / n,　 - n ≤ k ≤ n

0,　�k� > n
( 9)

对任意正整数L ≥n,其相应的n点双边傅立叶变换

& n( !) 具有如下性质[ 15]

　 1
L∑

L - 1

i= 0

& n(! -
2∃i
L ) = 1,　 !∈ [ 0,

2∃
L ] ( 10)

由于

　 ‖( g - g
N
ref )‖∞≤

　 ‖g - ∑
m- 1

k= 0
w n, kp k z

k

‖∞ +

　 ‖∑
n

k= - n

w n, k[
1
L {∑

L - 1

i= 0
( g -

　 p
�*
m ( g ) ) (W

i
L )W

- ik
L } ] z

k

‖∞≤

　 ‖g - ∑
m- 1

k= 0

w n, kp k z
k

‖∞ + Em( g ) Qw =

　 ‖g - ∑
m- 1

k= 0
( 1 -

�k �
n ) p kz

k

‖∞ + E m( g) Qw ≤

　 E m( g) ( 1 + Qw ) + ‖∑
m- 1

k= 0

�k�
n
p kz

k

‖∞ ( 11)

取{h i}∞i= 1为对应于传递函数g - p
�*
m ( g) 的单位脉冲

响应系数, {g i }
∞
i= 0为对应于g 的单位脉冲响应系数,

即 g - p
�*
m ( g) = ∑

∞

i= 0
h iz

i
, g = ∑

∞

i= 0
g i z

i
, (这里采用鲁

棒辨识中的统一表述形式:以 z
- 1取代真实系统中

的 z )。由傅立叶变换,可知

h i =
1
2∃∫

∃

- ∃
( g - p

�*
m ( g) ) e

- ji!
d!,　i = 0, 1,⋯, ∞

所以有

�hi � = �
1
2∃∫

∃

- ∃
( g - p

�*
m ( g) ) e- ji!d!�≤

　　　‖g - p
�*
m ( g )‖∞

即 �g i - p i � ≤‖g - p
�*
m ( g)‖∞,不难看出

�p i � ≤‖g - p
�*
m ( g)‖∞ + �g i � ( 12)

　　引理 3
[ 16]　记P m为次数不超过m 的多项式集

合( z 的正整数次幂) ,则如下关系成立

sup
g∈B�, M

inf
p
�
m
∈P

m

‖g - p
�
m‖∞ = M�- m- 1 ( 13)

即

sup
g∈B�,M

‖g - p
�*
m‖∞ = M�- m- 1

( 14)

　　引理 4
[ 2]　对任一系统 g ∈ B �, M, 其单位脉冲

响应系数 g i( i = 0, 1,⋯) 满足

�g i � ≤M�- i ( 15)

由引理 3和引理 4及式( 11) 和( 12) , 不难推出

‖( g - g
N
ref )‖≤

m (m - 1)M�- m

2n
(�+ �- 1 ) + 2M�- m- 1 ( 16)

由引理 1,并考虑到[ a, b] = [ 0, 2∃] ,有
‖g - X N , g‖∞≤

[‖g
( 2)‖∞(

1
3
+ 1

2
2 ) + !~( g ( 2) ; �

～

N ) ( 3 +
3
2
2 ) ] �

～
2
N

( 17)

其中 !~( g ( 2)
; �
～

N ) = �
～

N‖g
( 3)
‖∞ ,则有

　　　‖( gNref - g
�N
pi )‖∞≤ Qw‖g - X N , g‖∞ ≤
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[‖g
( 2)‖∞ (

7
12 )

+ �
～

N‖g ( 3)‖∞ (
15
4 ) ]

�
～
2
N ( 18)

由此不难得出

‖ 
^
N
pi‖∞≤ # ( 19)

　　引理5
[ 2]　若( �,M ) ∈ ( 1,∞] × [ 0,∞) , k为

正整数, g ∈B �, M, 则

‖g ( k)‖∞≤ Mk !
(�- 1)

k ( 20)

其中 g( k) = d
k
f ( z ) / dz

k

　　由上述引理及式( 16) , ( 18) 和( 19) , 得到Step1

辨识的显式误差界为

epi ( B�, M , QN ( #) , ∀N ) ≤ ∋ ( 21)

其中

∋ = # + [
7
6

M
( �- 1) 2

+
45
2

M∀N
(�- 1) 3 ]

∀2N +

m(m - 1)M�- m

2n
(�+ �- 1

) + 2M�- m- 1

( 22)

显然,由两步结构辨识算法的性质可知,整个辨识算

法的显式最差情况误差上界为 2∋。

4　结　　论

　　工业实践中,获取未知对象均匀分布的频域数

据样本并不容易。当数据采样点增加时,基于数据均

匀分布的辨识方法必须重新获取所有的数据样本,

而基于数据非均匀分布的辨识方法则可充分利用上

述所有数据样本,同时也适用于对均匀分布数据样

本的处理。对频域数据样本非均匀分布下的辨识算

法的探讨正是源于这一背景。本文提出的辨识方法,

克服了文献[ 13]对数据样本不充分利用的缺陷,能

将问题转化为数据样本等间隔分布时的两步算法,

从而保留了运算简捷的优点。
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