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摘　要: 基于函数论的立场, 指出模糊推理过程是一个函数变换过程 ,模糊规则蕴涵了一个从函数空间

到函数空间的映射,现存的种种模糊推理方法都是对这种映射的估计,进而指出插值和回归的方法都适

用于这种估计。系统地提出了用回归的方法处理模糊推理的思想, 并结合线性回归模型进行了示范, 证

明了基于线性回归模型的模糊推理系统( F IS)同样是一个万能函数逼近器。
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Abstract: Fuzzy infer ence is in essence a kind of functional mapping pro cess. Fuzzy rules imply a

mapping between funct ional spaces. Each of exist ing fuzzy infer ence methods is some est imation o f such

mapping s. Bo th interpo lat ion and regr ession approaches are applicable to t his estimation. A systematic

appro ach t o deal w ith fuzzy infer ence is pr oposed and demonstr ated by use of a linear reg ression model.

Fuzzy infer ence sy st em s ( F IS) based on linear r eg ression m odels ar e show n to be univer sal functional

appro x imato rs.
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1　引　　言

　　模糊推理方法在模糊理论中起着关键作用,不

同的模糊推理方法将导致不同的模糊推理结果和不

同的模糊模型。自Zadeh
[ 1]
提出模糊推理方法以来,

关于模糊推理的不同方法和定义不断涌现。它们包

括 CRI 方法
[ 1]、概率方法[ 2]、证据方法[ 3, 4]、插值方

法[ 5]、真值限定方法[ 6, 7]、区间值方法[ 8]、三蕴涵方

法[ 9]和相似推理[ 10]等。这些推理方法大多基于逻

辑,在定义和选择上存在太多的随意性,很难说是一

个令人满意的数学基础。

　　另一方面, 模糊推理是以数值计算而不是以符

号推演为特征。在模糊推理中不注重基于公理的形

式演算,甚至没有基于赋值的语义演算,这是它与经

典二值逻辑的本质区别。本文则从函数论的角度认

识模糊推理,以期对其数学内涵有进一步的理解。

2　模糊推理是函数变换过程

　　给定一条模糊规则 If X is A T hen Y is B和小
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前提 X is C,我们便可通过某种模糊推理方法得到

结论Y is D。设F( UX ) 是论域UX 上的所有模糊集的

全体, 对应的隶属度函数组成集合 F �( UX ) ; F( U Y)

是论域U Y上的所有模糊集的全体,对应的隶属度函

数组成集合 F�( U Y)。则可认为这条模糊规则蕴涵了

一个映射 � ,使得 B = � ( A )。而模糊推理过程实际
上就是在作这样的一个映射 � : F ( UX ) → F( U Y) ; C

∈ F( UX ) �→ D∈F ( UY )。对应隶属度函数空间之间

的映射(函数变换) 为 � �: F�( UX ) → F�( UY ) ; �c ∈

F�( UX ) �→ �D∈ F �( U Y )。

　　这种函数变换的观点虽然简单, 但从一个侧面

揭示了模糊推理的数学内涵。现存的种种模糊推理

方法,虽然各自的出发点不同, 所作的解释不同, 但

都可看成是对这种映射不同的定义或估计。

3　模糊推理的最优估计

　　我们可以抛开模糊推理的逻辑背景,从函数空

间的插值或回归角度来重新认识它。通常认为, 现有

的多数模糊推理方法实质上都是插值方法[ 5]。当然,

我们也可引入回归方法对未知映射 � 进行最优估
计。给定 m 条模糊规则

If X 1 is A ( i)
1 , X 2 is A ( i)

2 ,⋯, X n is A ( i)
n

T hen Y is B ( i) ,　i = 1, 2,⋯, m ( 1)

相当于给出了 m 组输入输出数据 ( A ( i)
1 , A ( i)

2 ,⋯,

A
( i)
n , B

( i)
)。我们遵循以下步骤对 � 进行估计:

　　1) 假设这 m条规则蕴涵着一个映射 � : F ( U x
1
)

× F( Ux
2
) × ⋯ × F( U x

n
) → F( U Y) , 对应有 � �:

F�( U x
1
) ×F �( Ux

2
) ×⋯× F �( U x

n
) → F�( U Y) ;

　　2) 为 � �选取估计模型类和一个优化准则;

　　3) 以 { (�( i)A
1
, �( i)A

2
,⋯, �( i)A

n
, �( i)B ) , i = 1, 2, ⋯, m}

作为 � �的观察数据,即 �( i)B = � �(�( i)A
1
, �( i)A

2
,⋯, �( i)A

n
)

+  ( i) ,这里  ( i) 是观测误差。根据优化准则确定 �
^
�,

使  ( i) 尽可能小,即得到了 �
^

。

　　于是,我们便可利用 �
^

进行模糊推理。这种思

想并非是全新的, 早在文献[ 10] 中, T akagi等就利

用神经网络驱动模糊推理, 实际上就是用神经网络

作为估计模型类、最小二乘准则作为优化准则进行

回归。但迄今为止尚无人系统地提出将回归思想用

于模糊推理。

4　采用线性回归模型进行最优估计

　　下面采用一个简单的数学模型 —— 线性回归

模型,对本文方法进行具体示范。本文采用的模糊推

理方法有些类似于文献[ 10] 中的相似推理方法, 所

不同的是采用了回归估计。

　　给定式( 1) 的m 条模糊规则,设 U j 是模糊变量

X j 的论域, V 是 Y 的论域。在 Uj 上定义模糊集合

H p j , p = 1, 2,⋯, k j ,在V 上定义 Gq, q = 1, 2, ⋯, l。

记U lv
j = {H p j } 为定义在U j上的模糊集合组成的经

典集合,称为语言值论域。记V lv = {Gq, q = 1, 2,⋯,

l } 为定义在 V 上的模糊集合组成的语言值论域。规

则中的A
( i)
j 取自U lv

j
, B (i) 取自V lv。U lv

j
和V 中的元素

分别称为 X j 和 Y 的参考模糊集。令 a
( i)
j p = S ( A

(i)
j ,

H j p ) ,其中S 为某个相似度,从而可将 A
( i)
j 记为一个

向量形式 A
( i)
lv j = [ a

( i)
j1 , a

(i)
j 2 ,⋯, a

( i)
j k j ]

!
, A

( i)
lv j 可视为 Ulv j

上的一个模糊集合(也可看作是隶属度函数)。类似

地, B ( i) 被转换为一个 V lv 上的一个模糊集合(或隶

属度函数) , 记为 B
( i)
lv = [ b

( i)
1 , b

( i)
2 ,⋯, b

( i)
l ]

!
, 其中 b

( i)
q

= S( B ( i)
j , Gq )。将 Y 和 X j 也表示为向量形式 Y lv =

[ b1 , b2,⋯, bl ]
!
, X lv

j
= [ x j1 , x j 2,⋯, x j k

j
]
!
, 则 m 条模

糊规则可重写为

If X lv
1
is A ( i)

lv
1
, X lv

2
is A ( i)

lv
2
, ⋯, X lv

n
is A ( i)

lv
n

T hen Y lv is B (i)
lv ,　i = 1, 2, ⋯, m ( 2)

　　 设这些规则蕴涵了一个映射 � , 使得 Y lv =

� ( X lv
1
, X lv

2
,⋯, X lv

n
)。采用线性回归模型, 则 Y lv 的

第 1个元素可表示为

b1 = ∀00 + ∀!1X lv
1
+ ∀!2X lv

2
+ ⋯ + ∀!nX lv

n
( 3)

　　 令 ∀! = [∀0　∀!1　∀!2　⋯　∀!n ] 为待定参数向
量,则有

W 1 = Q∀ ( 4)

其中

W 1 =

b
( 1)
1

b
( 2)
1

�
b
( m)
1

Q =

1 1 ⋯ 1

( A
( 1)
lv
1 )

!
( A

( 1)
lv
2 )

!
⋯ ( A

( 1)
lv
n )

!

( A
( 2)
lv1 )

!
( A

( 2)
lv2 )

!
⋯ ( A

( 2)
lvn )

!

� � � �
( A ( m)

lv
1
) ! ( A ( m)

lv
2
) ! ⋯ ( A ( m )

lv
n
) !

　　∀的最小二乘最小范数解为

∀
^
= Q

+
W 1 ( 5)

其中 Q
+ 表示 Q的 Moore-Penrose 逆。显然, 上述线
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性模型和参数估计方法可用于 Y lv 的其它参数。

　　现在,给定前提 X 1 is C1, X 2 is C2 ,⋯, X n is Cn,

便可通过如下步骤得到结论:

　　Step1: 根据参考模糊集, 将前提转化为 X lv
1
is

C lv
1, X lv

2 is C lv
2 ,⋯, X lv

n is C lv
n 形式;

　　Step2: 由已确定的线性回归模型算得

D lv = �
^
( C lv

1
, C lv

2
,⋯, C lv

n
) =

[ d1　d2　⋯　d l] ! ( 6)

　　Step3: 通过

�D ( y ) =
∑

l

q= 1
dq × �Gq( y )

∑
l

q= 1

d q

,　y ∈ V ( 7)

或

�D ( y ) = max
1≤q≤l

( dq × �G
q
( y ) ) ,　y ∈ V ( 8)

将 D lv 转为 D。

　　Step3实际上是在作 Gq 的加权平均, 权值对应

于 Gq 的相似度 dq。

5　基于线性回归模型的模糊推理

系统

　　模糊推理系统( F IS) 又称模糊控制器。文献[ 11

～ 17] 证明了几乎对于各种常见的隶属度函数和模

糊蕴涵算子构造的 FIS 都是一个万能函数逼近器。

下面利用第4节介绍的模糊推理方法构造一个FIS,

并证明所构造的 FIS 也是一个万能函数逼近器。

　　 为研究方便, 我们只讨论两输入、一输出的

FIS。令输入论域为 U = U 1×U 2 = [ 0, 1] × [ 0, 1]

� R2
, V � R为输出论域, C( U ) 为所有定义在U上

的实值连续函数的集合。构造一类FIS如下:

　　1) 数据库

　　U 1上的语言值论域为U lv
1
= {A ( i) , i = 1, 2,⋯,

k1} , U 2上的语言值论域为U lv
2
= { B ( j ) , j = 1, 2,⋯,

k2} , V 上的语言值论域为 V lv = {C
( q)
, q = 1, 2,⋯,

l }。

　　2) 规则库

　　设有 m条规则 If X 1 is A
( i)
ru le, X 2 is B

( i)
r ule , Then Y

is C (i)
r ule, i = 1, 2,⋯, m。

　　3) 模糊化接口

　　给定精确值输入 x = ( x 1, x 2) ∈U , x i被直接模

糊化为语言值论域上的模糊集, 记为 x
~
i ( i = 1, 2) , x~1

= (�A
( 1) ( x 1 ) , �A

( 2) ( x 1 ) ,⋯�A
(k
1
) ( x 1) ) ∈Rk1 , x~2 =

(�B
(1) ( x 2) , �B (2) ( x 2 ) ,⋯, �B

( k
2
) ( x 2) ) ∈Rk

2。

　　4) 决策单元

　　决策单元利用线性回归模型进行函数变换, 得

到输出模糊向量 y
~。记

y
~
= ( #( 1) , #( 2) ,⋯, #( l) ) ∈Rl

其中

#(q) = a
( q)
1 �A ( 1) ( x 1 ) + a

( q)
2 �A ( 2) ( x 1 ) + ⋯ +

a
( q)
k1 �A

( k
1
) ( x 1 ) + b

( q)
1 �B

( 1) ( x 2 ) +

b
( q)
2 �B( 2) ( x 2 ) + ⋯ +

b
( q)
k
2
�B( k2) ( x 2 ) + #( q)0 ,　q = 1, 2,⋯, l

a
( q)
i , b(q)i 和 #( q)0 是待估计参数, 参数估计出来后, 规

则库便不需要了。

　　5) 解模糊化接口

　　将 y
~ 转化为精确值输出

y =
1
�I �∑p∈I

y
-
p

其中,指标集 I = { p �#( p) = max
0≤q≤1

#( q) } , �I � 是 I 的

势; y-p = ar g max
y
{�c( p ) ( y ) } 是 C

( p ) 中心。

　　由上述 5部分构成的FIS是一个从U到V 的函

数。令 F ( U ) 是这种FIS所表示的函数的全体,则有

如下万能函数逼近定理:

　　 定理 1　 对   > 0,  g ∈ C( U ) , ! f ∈

F ( U ) , s. t . � g( x ) - f ( x ) � <  ,对所有 x ∈U成立。

　　证明　因为 g( x ) 在致密集 U = [ 0, 1] × [ 0,

1] 上是连续的,所以它是一致连续的,即对  > 0,

! ∃> 0, 使得如果

　　　x 1, x 2∈ U 且‖x 1 - x 2‖ < ∃
则 　　　　　�g( x 1 ) - g ( x 2) � <  
其中‖  ‖是通常的欧几里德范数。

　　令N 是一个整数, N > 2 / ∃, 便可得到图1
所示的点格。

　　现在构造一个 f ∈F( U)。设 t
(ij ) 代表点格上的

第i行与第 j 列交线上的一点 ( 见图1 ) , 则 t
( ij ) =

图 1　 模糊集合的定义
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( x
( i)
1 , x

( i)
2 ) , x

( i)
1 = i%, i = 0, 1,⋯, N 且 x

( j )
2 = j %, j =

0, 1,⋯, N。

　　在U 1上定义模糊集A
(i)
, i = 0, 1,⋯, N , A

( i)
是

中心点为 x
( i)
1 的任意钟型正规隶属度函数, 且相邻

隶属度函数有交叉(如图 1) ,令 U lv
1
= {A

( i)
, i = 0,

1, ⋯, N }。同样可在 U 2上定义模糊集合B
( j )
, j = 0,

1, ⋯, N , 令U lv
2
= {B

( j )
, j = 0, 1,⋯, N }。在 V 上定

义( N + 1) × ( N + 1) 个模糊集合, 记为 C
( ij )
( i =

0 , 1, ⋯ , N ; j = 0, 1 , ⋯ , N ) , 记 y
-( ij ) = a r g max

y

�C
( i j ) ( y ) 是C

( ij )
的中心点,并令 y

-( ij ) = g( t
( ij )
) , 令V lv

= {C
( ij )
}。任给 x = ( x 1 , x 2 )∈U , x 模糊化为如下两

实向量

x
~
1 = (�A (0) ( x 1 ) , �A (1) ( x 1 ) ,⋯,

�A
( N ) ( x 1) ) ∈RN + 1

x
~
2 = (�B( 0) ( x 2 ) , �B( 1) ( x 2) ,⋯,

�B( N ) ( x 2) ) ∈RN + 1

　　 令 #( ij ) = [ �A
( i ) ( x 1) + �B

( j ) ( x 2) ] / 2, 有 y
~ =

( #( 0, 0) , #( 0, 1) , ⋯, #( N , 0) ,⋯, #( N , N ) )。 令 I = { ( i,

j ) �#( i, j ) = max
0≤r, s≤N

#( r s) } ,则 y =
1
�I �∑( i, j )∈I

y
( ij )。至此便

构造了一个 FIS,记为 f ,显然 f ∈ F( U )。对  x ∈

U , n = �I � 是一个正整数,有
�g( x ) - f ( x ) � =

�g ( x ) -
1
n ∑( i, j )∈I

y
( ij )

� =

1
n �

ng( x ) - ∑
( i, j )∈I

y
-( ij )

� ≤

1
n ∑( i, j )∈I

�g( x ) - g ( t
( ij )
) �

　　对于任何( i, j ) ∈ I , 我们有‖x - t
( ij )‖ < ∃,

这可由图 2解释。对于与 x 最近的点 t
(ij ) , #( ij ) =

图 2　解模糊化方法示意

[ �A ( i ) ( x 1 ) + �B( j ) ( x 2 ) ] / 2是最大的。这时‖x -

t
( ij )‖ < ∃, ( i , j ) ∈ I。

　　 所以有 �g ( x ) - f ( x ) � ≤ 1
n ∑( i, j )∈I

�g( x ) -

g ( t
( i, j )
) � ≤ 1

n
n =  。□

　　注 1　定理 1的证明是构造性的, 并可很容易

地推广到任意的致密集和任意多元函数的情形。

6　结　　语

　　本文基于函数论的立场, 指出模糊推理是一个

函数变换过程, 模糊规则蕴涵了一个从函数空间到

函数空间的映射, 现存的种种模糊推理方法都是对

该映射的估计。进而指出插值和优化的观点都适用

于这种估计,并系统地提出了用回归的方法处理模

糊推理的思想。我们利用线性回归模型进行了具体

示范,证明了基于线性回归模型的 FIS 同样是万能

函数逼近器。线性回归模型是最简单的一种模型, 也

可根据实际需要,采用更复杂的回归模型(如多项式

回归模型、神经网络和统计决策树模型等) ,也可采

用其它优化准则。
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最大误差0. 001, BP网络迭代次数 20,改进的遗传算

法迭代次数 20,整个网络迭代次数 1 000。

　　表 2是在上述网络拓扑结构和学习参数下, 对

砂岩厚度预测的结果。为便于对比, 同时利用传统

BP 网络(在相同网络拓扑结构和学习参数下) 进行

了砂岩厚度预测(其中带 * 号的为性能测试样本

井 )。通过与已知井对比, 本文提出的算法预测的最

大绝对误差为0. 95 m ,最大相对误差为11. 86%; BP

网络预测的最大绝对误差为 1. 17 m, 最大相对误差

为 14. 67% ,这说明采用本文算法对砂岩进行的预测

精度是较高的, 而且达到相同系统误差时的运算速

度比BP 网络提高 1. 5倍左右。

　　表 3是利用本文方法和 BP 网络对该工区的孔

隙度进行预测的结果,通过井处预测值与实际值比

较, 表明本文的遗传算法人工神经网络预测精度高

于 BP 网。

4　结　　论

　　快速、高精度遗传算法人工神经网络, 由于对传

统的遗传算法进行了改进, 综合了遗传算法和人工

神经网络两者的优点, 克服了 BP 算法收敛速度慢和

可能收敛到局部极小点的缺陷, 从而提高了网络的

收敛速度和预测精度。对实际资料进行的预测表明,

该方法是进行薄互储层参数预测行之有效的方法,

而且该方法在地震勘探中具有很好的应用前景。

　　薄互储层参数预测效果既依赖于所采用的网络

模型,也依赖于所选用的地震特征参数,同时还具有

地区性差异。这是薄互储层参数预测的难点。所以,

快速、高精度遗传算法人工神经网络这一新的薄互

储层参数预测方法,还有待于在实际应用和研究中

得到进一步改进和完善。
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