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基于模糊模型的不确定非线性系统鲁棒D 镇定
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摘　要: 针对 T 2S 模糊模型描述的不确定非线性系统,应用二次D 2稳定概念,对给定复平面上的某一

D 域提出模糊系统全局鲁棒D 2稳定的充分条件,基于并行分布补偿 (PDC)技术,各局部状态反馈镇定

控制器设计归结于解一组耦合线性矩阵不等式 (LM I) ,全局控制器通过隶属度函数由各局部控制器混

合而成,并以此保证整个系统的鲁棒D 2稳定性。最后用质量弹簧阻尼系统给出了仿真示例。
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Abstract: T he robust D 2stab ilizat ion p rob lem is discussed fo r a class of T akagi2Sugeno fuzzy models

w ith uncerta in t ies. T he no tion of quadratic D 2stab ility is generalized to the uncerta in non linear system s

w h ich reduce to a set of T akagi2Sugeno fuzzy models. T he D 2subrigion of the comp lex p lane is defined

based on LM I rep resen tat ion and the robust D 2stab ility condit ion is estab lished in term s of the

feasib ility of a class of LM Is. U sing parallel distribu ted compensation ( PDC ) , local robust

D 2stab ilizab le con tro llers via sta te feedback are derived by the num erical so lu tions of a set of coup led

LM Is and the global con tro ller is a fuzzy b lending of the local linear con tro llers. A n examp le of m ass

sp ring damper is given to illustra te the resu lts.

Key words: D 2stab ility; T akagi2Sugeno fuzzy model; robust con tro l; uncerta in non linear system

1　引　　言

　　众多的研究和应用表明,模糊控制对于复杂的

非线性系统是一种简单而有效的工具。从控制系统

分析和设计的角度看,一般的模糊技术尚缺乏系统

的分析和设计理论。T 2S模型[1 ]既包含近似推理规

则,又包含局部解析模型,在此基础上可进行全局稳

定性分析和控制器设计[2 ]。近年来, 并行分布补偿
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(PDC) 技术结合线性矩阵不等式 (LM I) , 使得模糊

控制器设计更加系统化和易于求解[3 ]。基于 PDC 技

术的模糊系统分析和设计已从稳定问题扩展到其它

控制问题, 但涉及系统暂态响应和极点配置的文献

却很少。

　　近期,文献[ 4 ]尝试将文献[ 5 ]中的线性系统的

D 2稳定控制推广到模糊系统。本文进一步讨论具有
不确定性的模糊系统的鲁棒D 2稳定问题,应用二次

D 2稳定概念[6 ] , 提出模糊系统全局鲁棒D 2稳定的
充分条件。当一定闭环极点的配置区域D 给定后,

基于 PDC 将各局部线性镇定控制器的设计转化为

求解一组LM I,进而可用内点算法或在M atlab中直

接求解, 最后由各局部控制器经隶属度函数混合构

成全局非线性控制器。

2　模糊模型及鲁棒D - 稳定条件

　　考虑模糊 T 2S模型描述的系统,其第 i个动态

子系统用 If2T hen 规则表示如下

P lan t ru le i: i = 1, 2,⋯, r

If x 1 ( t) is Λi1 ⋯ and x n ( t) is Λin

T hen xα( t) = (A i + ∃A i ( t) ) x ( t) +

　　　　　　 (B i + ∃B i ( t) ) u ( t) (1)

其中, x ( t) ∈R n是状态向量, u ( t) ∈R m 是控制输入

向量, Λij 表示对应各状态分量 x j ( t) ( j = 1, 2,⋯, n )

的模糊集合, r是模糊规则数目,A i和B i是具有一定

维数的常数矩阵, ∃A i ( t) 和 ∃B i ( t) 为时变参数不确

定性,且满足范数有界条件

[∃A i ( t)　∃B i ( t) ] = H iF ( t) [EA i
　EB i

]

　　F T ( t) F ( t) ≤ I ,　i = 1, 2,⋯, r (2)

其中, H i, E A i
和 EB i
是适当维数的已知实矩阵, F ( t)

是未知有界的时变矩阵。

　　上述T 2S模型中第 i条规则的隶属度函数Λi是

各状态分量的隶属度函数 Λij 的乘积。将隶属度函数

Λi 标称化,得

h i (x ( t) ) =
Λi (x ( t) )

∑
r

i= 1
Λi (x ( t) )

为简化表述,后文将略去变量中的时间 t。一般假设

Λi (x ) ≥ 0, Π t,故∑
r

i= 1

Λi (x ) > 0。则显然有

h i (x ) ≥ 0,　Π t,　i = 1, 2,⋯, r (3)

∑
r

i= 1
h i (x ) = 1 (4)

以重心法逆模糊化,得如下 T 2S模型

xα= ∑
r

i= 1
h i (x ) [ (A i + ∃A i) x + (B i + ∃B i) u ]

(5)

　　将复平面C 上任一D 域用LM I形式表示为[5 ]

D = {z ∈C: L + zM + zλM T < 0} (6)

式中L 和M 是实矩阵且L T = L ,相应的 f D (z ) = L

+ zM + zλM T 称为D 域的特征函数。一般情况下,D

域位于左半复平面C - (即 z ∈C - ) ,此时系统称为

D 2稳定。对形如 xα= A x 的线性系统有如下引理:

　　引理 1[5 ]　矩阵A 为D 2稳定,当且仅当存在一

个对称矩阵 P > 0,使得

　+D (A , P ) =

　L á P + M á (PA ) + M T á (A TP ) < 0 (7)

式中符号 á 表示 K ronecker积。

　　现在讨论模糊系统 (5) 的鲁棒D 2稳定性问题。
考虑 u ≡ 0,令

Aδ(x ) = ∑
r

i= 1

h i (x ) (A i + ∃A i)

　　定义 1　系统 (5) 称为鲁棒D 2稳定,如果对于

所有时间均有Aδ(x ) 的特征值位于D 域 (6) 内。

　　定义 2　系统 (5) 称为二次D 2稳定,如果对于

所有时间存在一个对称矩阵 P > 0,满足

+D (A
⌒

(x ) , P ) = L á P + M á (PA
δ(x ) ) +

M T á (AδT (x ) P ) < 0 (8)

　　由引理 1,显然二次D 2稳定意味着鲁棒D 2稳
定[6 ]。由此, 模糊系统鲁棒D 2稳定条件可由下面定
理给出:

　　定理 1　系统 (5) 鲁棒D 2稳定,如果存在正定

对称矩阵Q ∈R n×n和实数 Εi > 0,满足 I - ΕiH iH
T
i

> 0,并使

+D (A i,Q ) M á Q I á E T
A i

M T á Q - I 0

I á EA i 0 - Εi I

< 0

i = 1, 2,⋯, r (9)

　　 证明 　 设存在正定对称矩阵 P , 应用

K ronecker积的性质[6 ] ,并考虑到式 (4) ,有

+D (A
⌒

(x ) , P ) =

∑
r

i= 1

h i (x ) {L á P + M á (P (A i +

∃A i) ) + M T á ( (A i + ∃A i) T P ) } =

∑
r

i= 1
h i (x ) 0 i

由式 (3) ,则 0 i < 0, i = 1, 2,⋯, r,可保证式 (8) 成
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立,从而系统鲁棒D 2稳定。将式 (2) 代人 0 i,并应用

K ronecker积的性质,得

0 i = L á P + M á (PA i) + M T á (A T
i P ) +

(M á P ) ( I á (H iF EA i
) ) +

( I á (H iF EA i
) ) T (M á P ) T (10)

因为对适当维数的矩阵 X , Y 和任意实数 ∆ > 0,存

在如下矩阵不等式[7 ]

X TY + Y TX ≤ ∆X TX + ∆- 1Y T Y (11)

将式 (11) 应用于 (10) ,可得

0 i < L á P + M á (PA i) + M T á (A T
i P ) +

∆(M á P ) (M T á P ) +

∆- 1 I á (H iF EA i
) T (H iF EA i

) (12)

如果存在 Ε> 0满足

I - ΕH H T > 0 (13)

则对于所有 F T F ≤ I ,有[8 ]

(H F E ) T (H F E ) ≤ Ε- 1E TE (14)

假设矩阵X > Y ,针对 K ronecker积,容易证明

I á X > I á Y (15)

现对式 (12) 应用 (14) 和 (15) , 并取 Q = ∆P , 由

Schu r补即得式 (9)。□

3　控制器设计

　　采用并行分布补偿方法设计控制器,相应于模

糊 T 2S模型 (1) ,基于状态反馈的控制器规则为

Con tro l ru le i: i = 1, 2,⋯, r

If x 1 is Λi1 ⋯ and x n is Λin

T hen u = K ix (16)

相应地,全局模糊控制器为

u = ∑
r

i= 1
h i (x ) K ix (17)

显然,该控制器为本质非线性控制器。将其应用于系

统 (5) ,可得如下闭环系统

xα= ∑
r

i= 1
h i (x ) { (A i + H iF EA i

) x +

(B i + H iF EB i
)∑

r

j = 1
h j (x ) K jx } (18)

　　模糊系统鲁棒D 2镇定问题, 即如何设计局部

状态反馈增益 K j 使闭环系统 (18) 鲁棒D 2稳定。类
似于第 2节鲁棒D 2稳定性分析,有如下主要结果:

　　定理 2　系统 (1) 可鲁棒D 2镇定,如果存在正

定对称矩阵X ∈R n×n ,一组矩阵Y i∈R m×n以及标量

实数Εi > 0,满足 I - ΕiH iH
T
i > 0, i = 1, 2,⋯, r, 使

得以下LM I组有解

7 ii < 0,　i = 1, 2,⋯, r(19)

7 ij + 7 j i < 0,　i < j ≤ r (20)

其中

7 ij =

+
-

D (A i, X ,B i, Y j ) 3 3
M T á I - I 3

I á (EA i
X + EB i

Y j ) 0 - Εi I

+
-

D (A i, X ,B i, Y j ) =

L á X + M á (A iX + B iY j ) +

M T á (A iX + B iY j ) T

进而, 基于状态反馈的鲁棒D 2镇定控制器 (17) 中

反馈增益为 K i = Y iX
- 1。

　　证明　由条件 (4) ,闭环系统 (18) 可写成

xα= ∑
r

i= 1
∑

r

j= 1
h i (x ) h j (x ) {A i + B iK j +

H iF (EA i
+ EB i

K j ) }x

由定义 2,则

∑
r

i= 1
∑

r

j= 1
h i (x ) h j (x ) # ij < 0 (21)

成立时系统鲁棒D 2稳定。其中
# ij = L á P + M á {P (A i + B iK j +

H iF (EA i
+ EB i

K j ) ) } + M T á { (A i +

B iK j + H iF (EA i
+ EB i

K j ) ) T P }

考虑到式 (3) ,则只要

# ii < 0,　i = 1, 2,⋯, r (22)

# ij + # j i < 0,　i < j ≤ r (23)

成立,就有式 (21) 成立。进一步,类似于定理 1的证

明,如果存在满足 I - ΕiH iH
T
i > 0的实数 Εi > 0,使

　　　　　 . ii < 0,　i = 1, 2,⋯, r (24)

　　　　　 . ij + . j i < 0,　i < j ≤ r (25)

成立,则可保证式 (22) 和 (23) 成立。其中

. ij =

+D (A i + B iK j ,Q ) 3 3
M T á Q - I 3

I á (EA i
+ EB i

K j ) 0 - Εi I

对式 (24) 和 (25) 左乘右乘d iag{I á Q - 1, I , I },并作

变量代换Q - 1 = X , K jQ
- 1 = Y j ,则定理得证。□

　　注 1　当D 域为左半平面垂直带R e (z ) < - Α
时, 有 f D 1

(z ) = z + zλ+ 2Α< 0,即定理2中L = 2Α,

M = 1。

　　注2　当D 域是中心为 (- q, 0) ,半径为d 的圆

盘时,有

f D 2
(z ) =

- d q + z

q + zλ - d
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即 L =
- d q

q - d
,　M =

0 1

0 0
　　注 3　当D 域是顶点在原点内,角为 2Η的扇形
区域时,有

f D 3
(z ) =

sin Η(z + zλ) co s Η(z - zλ)

co s Η(- z + zλ) sin Η(z + zλ)

即 L = 0,　M =
sin Η co s Η

- co s Η sin Η
　　更复杂的D 域可由若干简单的D 域组合,例如

D = {z∈C - : f D 1
(z ) , f D 2

(z ) , f D 3
(z ) < 0}是注1, 2,

3的交集。由于各鲁棒D 2稳定控制器设计归结于解
一组LM I,于是基于交集的控制器设计只要联立各

LM I组即可。需要注意: 系统极点配置在不同的D

域将获得不同的暂态响应, 例如注 1 确保系统响应

的最小衰减率为 Α, 但一般线性系统中特定D 域与

暂态响应的某些定量关系, 在时变不确定模糊系统

中尚有待研究。

4　仿真示例

　　考虑如下质量弹簧阻尼系统模型[3 ]

yβ( t ) + yα( t ) + c ( t ) y ( t ) = ( 1+ 0. 13yα3 ( t ) ) u ( t )

其中不确定项c ( t )∈ [ 0. 5 , 1. 81 ] , 假设y ( t )∈

[ - 1. 5, 1. 5 ], yα( t) ∈ [ - 1. 5, 1. 5 ]。要求设计控制

器使系统保持平衡。

　　上述非线性系统模型用两规则模糊 T2S 模型

(1) 描述,其中

x ( t) = [x 1　x 2 ]T = [yα( t)　y ( t) ]T

A 1 = A 2 =
- 1. 0 - 1. 155

1 0

H 1 = H 2 = [ 1　0 ]T ,　E B 1 = EB 2 = 0

B 1 =
1. 438 7

0
,　B 2 =

0. 561 3

0

EA 1 = [ 0　 - 0. 655 ],　EA 2 = [ 0　0. 655 ]

规则 1和规则 2的隶属度函数分别为

Λ1 (yα( t) ) = 0. 5 + yα3 ( t) ö6. 75

Λ2 (yα( t) ) = 0. 5 - yα3 ( t) ö6. 75

　　考虑D 域为垂直带R e (z ) < - Α时,设Α= 0,

由定理 2得

K 1 = [ - 0. 217 7　 - 1. 257 5 ]

K 2 = [ - 0. 078 9　 - 2. 115 0 ]

假设系统不确定性为

c ( t) = 1. 155 + 0. 655sin (6. 28t)

　　图 1给出了在初始条件 x 2 (0) = - 1. 0, x 1 (0)

= - 0. 8时闭环系统的响应曲线,并对Α= 0. 3时的

情况进行比较。进一步, 考虑D 域为左半平面圆盘

时,在初始条件 x 2 (0) = - 1. 46, x 1 (0) = - 0. 8两

种情况下的响应曲线如图 2所示; 当D 域为顶点在

原点,内角为2Η的扇形时,在初始条件x 2 (0) = 0. 8,

x 1 (0) = 0两种情况下的响应曲线如图 3所示。

图 1　D 域为左半平面 (垂直带)

图 2　D 域为左半平面圆盘

图 3　D 域为左半平面扇形

5　结　　论

　　本文提出了模糊系统鲁棒D 2稳定的充分条件,

进而给出了基于 PDC 和LM I的状态反馈控制器设

计方法,以保证系统全局鲁棒D 2稳定性。该控制器
的实现依赖于隶属度函数,因而是本质非线性的。最

后给出了质量弹簧阻尼系统的仿真示例。

(下转第 540页)
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(a)　X d = 0时仿真曲线

(b)　X d = - 0. 4时仿真曲线

图 4　仿真结果 2

[ - 0. 28　 - 0. 25 ]T ,仿真结果如图 4 (b) 所示。

　　由图 2～ 图 4可见,O GY控制法需迭代的次数

大于500次,而本文提出的结合混沌预测的改进的

O GY 控制法,则在迭代次数远小于 500时便可将系

统稳定到不同的控制目标点。

6　结　　论

　　本文提出的改进的O GY 方法, 可将一个混沌

系统稳定到除不动点以外的点,可实现不同的控制

目标,有利于在混沌状态实现对系统的控制。另外,

通过混沌预测,可以加快混沌的控制过程。仿真结果

表明,该控制方法有效地加快了混沌系统的控制速

度。
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