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一类奇异时滞系统的奇异二次指标最优控制问题
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摘　要: 利用基本的代数等价变换,将一类奇异滞后系统的奇异二次指标最优控制问题转化为正常状

态滞后系统的非奇异二次指标最优控制问题, 并讨论了二者的等价性。在一些常规条件下,给出了问题

的解,并把最优控制综合为最优状态反馈。
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Abstract: U sing elementar y linear alg ebra and the equiv alence principle, singular LQ problem fo r a

class o f singular sy st ems with time delay is discussed and the relationship betw een t he pr oblem and t he
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cont ro l can be synthesized as state feedback.
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1　引　　言

　　应用 Pontry agin 的最大值原理和 Bellman 的

最优控制原理, 非滞后系统的最优控制问题已基本

得到解决。Khar at ishv ili
[ 1, 2]将最大值原理推广到时

滞系统。对于非滞后奇异系统的非奇异二次指标最

优控制已有很多好的结果
[ 3, 4]

,同样, 非滞后奇异系

统的奇异二次指标最优控制也有一些好的结果[ 5, 6]。

然而关于奇异滞后系统的二次指标的研究目前尚未

见到相关报道。

　　 本文推广文献[ 6]的方法, 利用基本的代数等

价变换, 研究奇异滞后系统的奇异二次指标最优控

制问题与正常状态滞后系统的非奇异二次指标最优

控制问题之间的关系。在一些常规条件下,给出问题

的解,并把最优控制综合为最优状态反馈。
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2　问题描述

　　考虑一类线性奇异时滞系统的二次指标最优

控制问题, 这里系统 � 1为

x
�
1( t ) = A hx 1 ( t - h) + A 11x 1( t ) +

　　　A 12x 2( t ) + B 1u( t)

0 = A 21x 1 ( t) + A 22x 2 ( t) + B 2u( t)

y ( t) = C1x 1 ( t ) + C2x 2( t )

x 1( t ) = �1( t ) ,　t∈ [ - h, 0]

( 1)

指标泛函为

J 1 ( u, ( x 1, x 2) ) =∫
∞

0
( y

T
y + u

T
Ru) dt ( 2)

其中, x 1∈R
p 为动态向量, x 2∈R

n- p ( n > p )为静态

向量; y ∈R
m
, u∈R

r
是输出和输入向量; �1 ( t) ∈R

p

为定义在区间[ - h, 0] 上的连续初始函数; h > 0为

滞后常数; A ij ( i, j = 1, 2) , B i( i = 1, 2) , C i( i = 1,

2) , A h 为适维常阵; R ≥ 0。

　　 通常对任意的控制输入 u, 未必存在 x 满足

( 1) ,即使存在, x 也不一定唯一。因此指标( 2) 的极

小化问题不能象正常状态空间系统那样在允许控制

集内进行,而应在允许控制 -状态对的集内进行。对

于上述问题的允许控制 -状态对的集  1, 本文作如

下规定

 1 = { ( u, ( x 1, x 2) ) � ( u, ( x 1 , x 2) ) 满足( 1)

且 u, ( x 1, x 2 ) 都是分段连续的}

　　记系统 � 1在允许控制 -状态对的集  1及指标
( 2) 下的最优控制问题为 P 1 , 解 P 1即是寻求( u* ,

( x *
1 , x *

2 ) ) ∈  1 ,使得

J 1 ( u* , ( x *
1 , x *

2 ) ) = min
( u, ( x

1
, x

2
) )∈ 

1

J 1 ( u, ( x 1, x 2) )

( 3)

　　定义 1
[ 6]　称两个最优控制问题是等价的, 如

果它们的允许控制 -状态对的集之间存在一双射,

并且像与原像的指标值对应相等。

　　注1　定义1所述两最优控制问题的“等价”具

有反身性、对称性和传递性, 因而是一种等价关系,

它能保证两等价最优控制问题具有相同的解的存在

性、唯一性及相同的最优指标值,因而其中一个问题

的求解可归结为另一个问题的求解。

3　主要结果

　　下面首先将系统( 1) 的奇异 LQ 问题转化为正

常滞后状态空间的非奇异 LQ 问题, 然后讨论二者

之间的关系,最后给出问题 P 1的最优控制与最优状

态,并以状态反馈的形式给出最优控制。

　　首先给出一个重要的引理,它可保证集合  1非
空,因为若  1为空集,则问题 P 1没有意义。

　　引理1　对任意连续的初始函数 �1 ( t) , 存在连
续的控制状态对( u, ( x 1 , x 2 ) ) 满足( 1) 的充分条件

是[ A 22　B2 ] 行满秩。

　　证明　由题设知,存在矩阵 F1∈ R
( n- p)×p , F 2

∈ R
r×p 满足

A 21 = [ A 22　B2 ]
F 1

F 2

令 x 1( t ) 为微分方程

x
�
1 ( t ) = A hx 1( t - h) + A 11x 1 ( t) -

　　 　( A 12F + B1F 2) x 1( t )

x 1 ( t ) = �1 ( t) , 　t∈ [ - h, 0]

的解,且令

x 2 ( t)

u( t)
= -

F 1

F 2
x 1 ( t)

则以上控制 -状态对 u( t) , x 1( t ) , x 2 ( t) 是分段连续

的且满足( 1)。□

　　因此本文中需要假设[ A 22　B2 ] 行满秩。由于

[ A 22　B 2] 行 满 秩, 故 存 在 非 奇 异 阵 P ∈

R
( n- p+ r )×( n- p+ r ) ,使得

[ A 22　B2 ] P = [ I n- p　0] ( 4)

令 P =
P 11 P12

P 21 P22

A 12 B1

A 22 B2

P 11 P12

P 21 P22

=
A
-

12 B
-

1

I n- p 0
( 5)

作满秩变换

x 1( t - h)

x 1 ( t)

x 2 ( t)

u( t)

=

I p 0 0 0

0 I p 0 0

0 0 P 11 P12

0 0 P 21 P22

x 1 ( t - h)

x 1( t )

x
-

2( t )

u
-( t)

( 6)

显然在变换( 6) 下系统 � 1变为 � 2, 即

x�1( t ) = A hx 1( t - h) + B- 1u-( t) +

　　　( A 11 - A
-

12A 21 ) x 1( t )

x
-

2( t ) = - A 21x 1 ( t)

y ( t) = ( C1 - C2P 11A 21 ) x 1( t ) + C2P12u
-( t)

x 1( t ) = �1 ( t) ,　t∈ [ - h, 0]

( 7)

指标 J 1 ( u, ( x 1 , x 2) ) 恒等地变为

J 2( u-, x 1 ) =∫
∞

0
( x

T
1 , u-T ) Q

x 1

u-
dt ( 8)

式中
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Q =

I p 0

- A 21 0

0 I r

T
I p 0 0

0 P 11 P 12

0 P 21 P 22

T

×

C
T
1 C1 C

T
1 C2 0

C
T
2 C1 C

T
2 C2 0

0 0 R

I p 0 0

0 P 11 P 12

0 P 21 P 22

Ip 0

- A 21 0

0 I r

( 9)

记 Q =
Q 11 Q 12

Q
T
12 Q 22

,　
W
-

1

W
-

2

=
P 11

P 21

A 21 ( 10)

经简单计算得

Q11 = ( C1 - C2W
-

1 ) T( C1 - C2W
-

1 ) +

W
- T

2RW
-

2 ( 11)

Q12 = ( C1 - C2W
-

1 ) T
C2P 12 - W

- T
2RP22 ( 12)

Q22 = P
T
12C

T
2 C2P 12 + P

T
22RP 22 ( 13)

　　注意,系统 � 2可视 x 1为状态向量, u-( t ) 为控制

向量, x-2 ( t) 为输出变量, y ( t) 为输出变量。

　　规定 � 2关于指标 J 2( u-, x 1 ) 的允许控制 -状态

对集为

 2 = { ( u-, x 1) � ( u-, x 1) 是 � 2的控制 -状态对,

u
-和 x 1分段连续}

　　设 � 2在集  2及指标( 8) 下的最优控制问题为

P 2。显然P 2为正常状态空间线性系统二次指标最优

控制问题, P 2是奇异的或非奇异的完全取决于 Q22

是正定的或非正定的。

　　下面首先考察问题 P1与 P2的等价性,然后考

察 Q 22 > 0的充要条件。

　　事实上,下述基于式( 6) 的变换

[ x
T
1 ( t - h)　x

T
1 ( t )　x

T
2 ( t )　u

T( t) ] T =

Ip 0 0 0

0 I p 0 0

0 0 P 11 P12

0 0 P 21 P22

I p 0 0

0 Ip 0

0 - A 21 0

0 0 I r

x 1 ( t - h)

x 1( t)

u
-( t)

( 14)

可实现  2 到  1的双射, 这是因为:

　　1) 对任一( x 1 , u-) ∈ 2 ,由式( 14) 确定的( u( x 1,

x 2 ) ) 满足

A h A 11 A 12 B 1

0 A 21 A 22 B 2

x 1( t - h)

x 1 ( t)

x 2 ( t)

u( t)

=

A h A 11 A 12 B 1

0 A 21 A 22 B 2

I p 0 0 0

0 I p 0 0

0 0 P 11 P12

0 0 P 21 P22

×

Ip 0 0

0 I p 0

0 - A 21 0

0 0 I r

x 1( t - h)

x 1( t )

u
-( t )

=
( 5)

A h A 11 - A- 12A 21 B- 1

0 0 0

x 1 ( t - h)

x 1( t )

u
-( t )

=
( 7) x�1( t )

0

　　2) 注意到式( 14) 的变换矩阵列满秩,因此上述

映射为  2到  1的单射。
　　3) 对任一( u, ( x 1, x 2) ) ∈  1, 由( 1) , ( 5) , ( 6) 所

确定的( u-, x 1) 满足式( 14) 及方程( 7) , 即( u-, x 1 ) 是

( u, ( x 1, x 2) ) ∈  1在( 14) 下的原像, 亦即变换( 14)

实现了  2到  1的满射。
　　综上所述, 变换( 14) 为 2到  1的双射, 且像与

原像的指标值相等, 因而问题 P 1与 P2 等价。

　　下面考察 Q 22 > 0的充要条件。我们有如下定

理:

　　定理 1　Q 22 > 0当且仅当

rank

A 22 B 2

C2 0

0 R

= n - p + r ( 15)

　　证明　注意到

r ank

A 22 B2

C2 0

0 R

= rank

A 22 B 2

C2 0

0 R

=

r ank

A 22 B2

C2 0

0 R

P 11 P 12

P 21 P 22

=

r ank

I n- p 0

C2P11 C2P12

R P 21 R P 22

　　由式( 13) 知, Q 22 > 0当且仅当式( 15) 成立。□

　　因此本文假设式( 15) 成立。由于Q22 > 0, 作非

奇异线性变换, 有

x 1( t )

u
-( t )

=
I p 0

- Q
- 1
22 Q

T
12 I r

x 1( t )

v ( t )
( 16)

在变换( 16) 下系统 � 2变换为 � 3,即

x
�
1( t ) = A hx 1( t - h) + A 1x 1 ( t) + B

-
1v ( t )

x
-

2( t ) = - A 21x 1 ( t )

y ( t) = C
-
x 1( t ) + C2P 12v ( t )

x 1( t ) = �1 ( t) ,　t∈ [ - h, 0]

( 17)

其中 A 1 = A 11 - A
-

12A 21 - B
-

1Q
- 1
22 Q

T
12
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C
- = ( C1 - C2P 11A 22) - C2P 12Q

- 1
22 Q

T
12

指标 J 2( u-, x 1 ) 恒等地变为

　J 3 ( v , x 1 ) =∫
∞

0
[ x T

1 v
T ]

Q
-

11 0

0 Q 22

x 1

v
dt ( 18)

其中 Q
-

11 = Q11 - Q12Q
- 1
22 Q

T
12。相应于指标 �3的允许

控制 -状态对集为:

 3 = { ( v , x 1) � ( v , x 1) 满足 � 3 , ( v , x 1) 分段连续}

　　设 � 3在集 3及指标( 18) 下的最优控制问题为

P 3。由于变换( 16) 为  3到  2的一个双射,因而问题

P 2与 P3等价。

　　下面给出问题 P 3有解的一个充分条件。

　　引理 2
[ 7]
　系统 �3 的最优控制律为

v
* ( t ) = - Q

- 1
22 B
- T

1 [ W 1x 1 ( t) +

∫
0

- h
W 2( s) x 1 ( t + s) ds] � L ( t, x 1 ) ,　t≥ 0

( 19)

若 v
* ( t) 是使系统 � 3稳定的控制器,且满足下列条

件

A
T
1W 1 + W 1A 1 + W 1B

-
1Q

- 1
22 B

T
1W 1 +

W 2( 0) + W
T
2 ( 0) + Q = 0

- dW 2 ( s) / ds + [ A
T
1 -

W 1B
-

1Q
- 1
22 B

T
1 ] W 2( s) + W 3 ( 0, s) = 0

W
T
2 ( r ) B- 1Q

- 1
22 B

- T
1 W 2( s) +

�W 3( r , s) / �r + �W 3 ( r, s) / �s = 0

W 2( - h) = W 1A h

W
-

3( - h, s) = A
T
hW 2 ( s)

( 20)

其中, - h≤r≤0, - h≤ s≤0, W 1是对称正定阵,

并且相应的最优指标为

J
*
= �T1 ( 0) W 1�1( 0) + 2�T1 ( 0)∫

0

- h
W 2 ( s) �1( s) ds +

∫
0

- h∫
0

- h
�T1 ( r ) W 3 ( r, s) �1 ( s) drds ( 21)

　　 文献[ 7] 给出了引理 2的证明, 并且讨论了系

统 � 3近似解的求法。

　　定理 2　若问题 P3满足引理2的条件,则问题

P 1 有唯一性, 与正常状态空间线性系统情形不同,

最优控制有多种状态反馈形式, 但必选择一类使得

闭环状态 -轨线连续可微,且唯一依赖于初值。

　　证明　 由假设知问题 P 3有解。将( 19) 代入

( 17) ,则有

x�1 ( t) = A hx 1 ( t - h) + A 1x 1( t ) + B- 1L ( t , x 1 )

x 1 ( t) = �1( t ) ,　t ∈ [ - h, 0]

( 22)

　　设 x
*
1 ( t) 为方程( 22) 的解,则

u
* ( t ) = v

* ( t ) - Q
- 1
22 Q

T
12x

*
1 ( t ) =

L ( t , x
*
1 ) - Q

- 1
22 Q

T
12x

*
1 ( t) � L

-( t , x
*
1 ) ( 23)

　　注意到问题P 2按双射( 14) 等价于 P1 ,故P 1的

最优控制 -轨线对( u* , ( x *
1 , x *

2 ) ) 为

x
*
1

x
*
2

u
*

=

I p 0 0

0 P11 P 12

0 P21 P 22

I p 0

- A 21 0

0 I r

x
*
1

L
-( t, x *

1 )

( 24)

　　从上式容易推得

x
*
2 ( t) = - P11A 21x

*
1 + P 12L

-( t , x *
1 ) ( 25)

u
*
( t ) = - P 21A 21x

*
1 + P 22L

-( t , x
*
1 ) ( 26)

　　下面讨论将 u
*
( t ) 综合为形为

u
*
( t ) = K 1 ( t, x

*
1 ) + K 2x

*
2 ( 27)

时 , 闭环状态-轨线唯一依赖于初值的问题, 这是显

然的。反馈律( 23) 作用于系统 � 1构成 � 1c,即

x
�
1( t ) = A hx 1 ( t - h) + B 1K 1( t , x 1) +

　　　A 11x 1( t ) + ( A 12 + B 1K 2) x 2( t )

0 = A 21x 1 ( t) + B2K 1 ( t, x 1) +

　　( A 22 + B2K 2 ) x 2 ( t)

y ( t) = C1x 1 ( t) + C2x 2( t )

x 1( t ) = �1 ( t ) ,　t∈ [ - h, 0]

( 28)

因此,为使闭环状态 -轨线唯一依赖于初值, 必须且

只须( A 22 + B2K 2 ) 非奇异。这等价于[ A 22, B 2] 行满

秩, 故必存在 K 2使( A 22 + B2K 2 ) 非奇异。取 K 2 使

( A 22 + B 2K 2) 非奇异, K 2取定后,按式( 25) ～ ( 27)

即可推得

K 1 ( t, x *
1 ) = ( K 2P 11 - P 21) A 21x

*
1 +

( P 22 - K 2P 12) L-( t , x
*
1 )

( 29)

　　于是控制律( 27)可保证闭环状态-轨线连续可

微且唯一依赖于初值。□

　　注 2　状态反馈控制器不再是线性的,这是由

系统的滞后项所引起的。

　　注3　当A h= 0,上面结果与文献[ 6]的结果一

致,因此本文结果为文献[ 6] 结果的一个推广。

4　结　　语

　　本文讨论了一类线性奇异滞后系统的奇异 LQ

问题。在一些常规条件下,把问题转化为正常滞后系

统的非奇异 LQ 问题, 并讨论了二者之间的等价关

系。同时给出了奇异二次指标的最优控制与最优轨

线, 并把控制综合为状态反馈的形式。
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