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摘　要: 研究了带有双通道继电特性的多变量反馈控制系统。采用描述函数阵理论和广义 Nyquist 稳

定判据给出了该系统极限环振荡的存在条件和稳定条件。阐述了分散双通道继电反馈与多变量系统特

征根轨迹相位特征之间的关系。进一步,将分散双通道继电反馈用作一种新的测试方法来提取多变量系

统多点频率特性。对一个典型的多变量化工过程的仿真取得了良好的结果, 表明了所提出方法的有效

性。
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Two-channel relay and its application — MIMO case
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Abstract: M IMO system w it h decentr alized tw o-channel relay feedback is considered. With the use of

describing function matr ix and generalized Nyquist stabilit y cr it eria, the ex istence and st ability

condit ions for limit cy cle o scillation ar e built. The r elat ion betw een decentr alized tw o-channel relay

feedback and t he phase of out most char acter loci of M IMO sy stem is presented. The decent ralized

t wo-channel r elay feedback is used t o ex tr act multiple po int fr equency cha racter istics of multivar iable

sy st ems. The simulation to a t ypical chemical pro cess show s a satisfactor y result .
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1　引　　言

　　1984年, Ast rom 将继电特性用于 PID控制器

的自动整定[ 1] ,取得了非常好的效果。该方法的许多

优点, 使其成为控制领域的一个研究热点。直至今

日,继电反馈方法的研究已取得了大量成果
[ 2]
, 基于

继电反馈方法的各种控制手段在工业实际中得到了

广泛应用。

　　尽管继电反馈方法在 SISO系统中获得了深入

的研究,但 M IMO 系统的继电反馈理论研究还很不

完善。这主要体现在:通过继电方法得到的信息往往

仅局限于一点, 缺少有效的手段来获取多变量系统

重要频率范围内的多点频率特性。考虑到多变量系

统复杂的动力学行为,要实现更好的控制效果,这显

然是不充分的。

　　本文首次将双通道继电特性 [ 3]引入多变量系

统,并分析了带有双通道继电特性的 MIMO 反馈控

制系统。通过描述函数阵理论和广义Nyquist稳定判
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据
[ 4]
,给出了 M IMO系统分散双通道继电反馈极限

环振荡的存在条件及稳定条件。根据所得理论结

果,将分散双通道继电反馈用于提取多变量系统多

点频率特性。与传统测试方法相比,该方法具有许多

显著的优点, 对于工业实际具有较大的现实意义。

2　分散双通道继电反馈及其描述函

数阵

　　双通道继电结构如图 1所示。其描述函数为

N ( a) =
4hp
�a -

4h i

�a j ( 1)

其中a 为输入正弦信号的幅值。

图 1　双通道继电特性

　　对于一个m×m 的多变量系统,本文采用如图

2 所示的分散继电反馈结构, 即用双通道继电特性

代替分散控制器, 其中T Ri 表示双通道继电特性,其

描述函数为N ( ai )。另外,如果多变量过程每一对输

入输出 u i → yj ( 1≤ i , j ≤m ) 都具有良好的低通特

性,则继电特性可采用描述函数来近似,从而整个非

线性部分可用一个描述函数阵来表达, 即 N
- ( a) =

diag {N ( a1 ) , N ( a2) ,⋯, N ( am) } , 其中ai ( 1≤i≤m)

表示第 i个继电环节输入正弦信号的幅值。

图 2　 多变量系统分散双通道继电反馈结构

　　在该分散双通道继电反馈结构中, H ( s) 表示

补偿环节, G ( s)表示被控过程。根据目的的不同,

H ( s) 可取不同的形式。下面针对 M IMO 系统分散

双通道继电反馈结构进行分析。

3　极限环振荡的存在条件及稳定

条件

3. 1　分散双通道继电反馈极限环振荡的存在条件

　　一般对于工业实际中的大多数过程,在引入非

线性环节后系统会呈现极限环振荡, 且系统的各个

输出具有相同的振荡频率以及不同的相位和幅

值[ 5]。下述定理给出了分散双通道继电反馈 M IMO

系统出现极限环振荡的充分和必要条件。

　　定理1　记N
�( a) = diag (

4
�ai ) ,其中 ai表示第 i

个双通道继电环节所输入正弦振荡的幅值, 则基于

分散双通道继电反馈的多变量系统, 出现极限环振

荡的充分必要条件是 N
�( a) G ( jw ) 至少有一条特征

根轨迹穿越( -
1

hp - hij )
点。

　　证明　由分散双通道继电反馈的结构可知, 系

统振荡的条件是

[ I + N
- ( a) G( jw ) H ( jw ) ] u( jw ) = 0 ( 2)

方程( 2) 存在非奇异解的充分必要条件是

det [ I + N
- ( a) G( jw ) H ( jw ) ] = 0 ( 3)

这意味着下式成立

∏
m

i= 1

[ 1 + �i ( N- ( a) G ( jw ) H ( jw ) ) ] = 0 ( 4)

其中

N- ( a) =

4hp

�a1
-

4h i

�a1
j 0 ⋯ 0

0
4hp

�a2
-

4h i

�a2
j �

� � 0

0 ⋯ 0
4hp

�am
-

4hi
�am

j

=

( hp - h ij)

4
�a1 0 ⋯ 0

0
4
�a2

�

� � 0

0 ⋯ 0 4
�am

=

( hp - h ij) N�( a) ( 5)

将式( 5) 代入式( 4) ,得

∏
m

t= 1

{ 1 + �t[ ( hp - hij) N�( a) G ( jw ) H ( jw ) ] } = 0

∏
m

t= 1

{ 1 + ( hp - hij) �t[ N�( a) G ( jw ) H ( jw ) ] } = 0

∏
m

t= 1
{

1
hp - hij

+ �t[ N�( a) G( jw ) H ( jw ) ] } = 0

( 6)

　　 由式( 6) , N�( a) G( jw ) H ( jw ) 至少有一条特征

根轨迹穿越( -
1

hp - hij )
点。必要性得证。

　　如果 N
�( a) G( jw ) H ( jw ) 至少有一条特征根轨

迹穿越( -
1

hp - hij)
点,则式( 6) 成立,从而式( 2) 成
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立,多变量系统将进入极限环振荡状态。充分性得

证。□

　　定理1中的N
�( a) = diag [

4
�a i

] 相当于输出幅值

为单位 1 的标准继电特性的描述函数阵, 这里称为

广义描述函数阵。

3. 2　分散双通道继电反馈极限环振荡的稳定条件

　　在满足极限环振荡存在条件的基础上, 需要进

一步判定极限环振荡的稳定性。

　　考虑单位(负) 反馈系统( hp - hij) K G( s) H ( s) ,

其中 K = diag { k1 , k2 ,⋯, k m} , ki > 0, 1≤ i≤ m,该

系统稳定的条件是 det [ I + ( hp - h ij) KG ( s) H ( s) ]

在复平面右半平面内没有零点。设 G( s) H ( s) 在复

平面右半开平面内有 nc 个不稳定极点, 于是

K G( s) H ( s) 在复平面右半开平面内有 nc 个不稳定

极点。根据下列关系

det [ I + ( hp - h ij) K G( s) H ( s) ] =

∏
i

{ 1 + �i [ ( hp - hij) K G( s) H ( s) ] } =

∏
i

{ 1 + ( hp - h ij )�i [ KG ( s) H ( s) ] }

同时考虑到∏
i

{ 1+ ( hp- h ij) �i [ K G( s) H ( s) ] }的零

点与∏
i

{
1

hp - hij
+ �i [ KG ( s) H ( s) ] } 相同, 因此与

标准广义 Nyquist 稳定判据[ 4] 的推导过程相似, 可

得该形式多变量系统的广义 Nyquist 稳定判据如

下:

　　如果G( s) H ( s) 在复平面右半开平面内有nc个

不 稳 定 极 点, 则 单 位 负 反 馈 系 统 ( hp -

hij) KG( s) H ( s) 稳定的条件是 K G( s) H ( s) 的所有

特征轨迹逆时针包围( -
1

hp - h ij)
点 nc 次。

　　下面给出分散双通道继电反馈多变量系统极

限环振荡稳定条件的定理:

　　定理 2　如果G ( s) H ( s) 在复平面右半开平面

内没有极点, 且分散双通道继电反馈满足极限环振

荡存在条件, 则对应的极限环振荡是稳定的,并且该

极限环相应于 N
�
( a) G( jw ) H ( jw ) 最外面的特征根

轨迹穿越点( -
1

hp - h ij)
, 其中 N

�( a) = diag[
4
�ai ]。

　　证明　设 N
�
( a) G ( jw ) H ( jw ) 最外面的特征根

轨迹穿越点( -
1

hp - hij )
, 按照定理1, 将有极限环

振荡存在, 设各个输出振荡的幅值为 a1, a2, ⋯, am,

则 N
�( a) = diag [

4
�ai ]。如果有某种扰动使振荡的幅

值变为a
′
1 = a1 +  a1, a′2 = a2 +  a2,⋯, a′m = am +

 am, 于是 广 义描 述 函数 阵 变为 N
�( a′) , 使

N
�( a′) G ( jw ) H ( jw )不再有特征根轨迹穿越点

( -
1

hp - hij)。这对应于两种情况:

　　1) 点( -
1

hp - h ij)
在 N
�( a′) G( jw ) H ( jw ) 所有

根轨迹的外部。此时,按照前面的广义 Nyquist 稳定

判据, 闭环系统是稳定的, 于是各个输出振荡的幅

值将减小, N�( a′) 的各个元素将单调增加, 于是

N
�( a′) G( jw ) H ( jw ) 的特征根轨迹将不断“扩张”, 直

到 N
�( a′) G( jw ) H ( jw ) 最外面的特征根轨迹再次穿

越点( -
1

hp - h ij )
;

　　2) 点( -
1

hp - h ij)
被 N
�( a′) G( jw ) H ( jw ) 根轨

迹所包围。此时, 按照前面的广义 Nyquist 稳定判

据,闭环系统是不稳定的,于是各个输出振荡的幅值

将 增 加 , N� ( a′) 的 各个 元素 将 单调 减小 ,

N
�( a) H ( jw ) G( jw ) 的特征根轨迹将向原点不断“收

缩”。在收缩过程中, 内部的特征根轨迹可能穿越

( -
1

hp - h ij )
点, 但由于这种状态是不稳定的, 扰动

将使系统再次不稳定,所以N
�( a) H ( jw ) G ( jw ) 的特

征根轨迹将再次向原点“收缩”。这种过程不断持续,

直到 N
�
( a
′
) G ( jw ) H ( jw ) 最外面的特征根轨迹再次

穿越点( -
1

hp - h ij )
。

　　综上所述, 该极限环振荡是稳定的, 并且该极

限环相应于 N
�( a′) G( jw ) H ( jw ) 最外面的特征根轨

迹穿越点( -
1

hp - h ij)
。□

　　 至此, 根据 G( s) H ( s) 便可判断分散双通道

继电反馈系统极限环振荡的稳定性。应该指出 ,

H ( s) 和 G( s) 不应有不稳定的零极点对消。

4　对分散双通道继电反馈的进一步

讨论

　　 取 H ( s) = I , 设 N
�( a) G( jw ) H ( jw ) =

N
�( a) G ( jw ) 最外面的一条根轨迹为 �r ( jw ) ,按照定

理2,对于一个频率为 w 0的稳定的极限环振荡, 有

�r ( jw 0 ) = - 1
hp - hij

,于是有

∠�r ( jw 0 ) = ∠ -
1

hp - hij
=

- �+ arctg ( h i/ hp ) ( 7)
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成立。由式( 7) ,极限环振荡的频率对应于分散双通

道继电反馈多变量系统最外面特征根轨迹的相位为

- �+ arctg ( hi/ hp ) , 且该相位完全由比值 h i/ hp决

定。由此可建立一种能够提取多点频率特性的测试

方法—— 分散双通道继电反馈方法,通过改变比值

hi / hp ,根据在最外面特征根轨迹上的相位来测试系

统多点频率特性。

　　应该指出,在 H ( s) = I 的情况下,分散双通道

继电反馈对应于最外面特征根轨迹在第 3象限的部

分。如果取 H ( s) =
1
s
I ,则式( 7) 变为

-
�
2

+ ∠�r ( jw 0) =

∠ - 1
hp - h ij

=

- �+ arctg( h i/ hp)

∠�r ( jw 0 ) = - �
2
+ arctg( h i/ hp )

( 8)

　　 由式( 8) 可见, 分散双通道继电反馈对应的最

外面特征根轨迹在第 4象限的部分。这对保证提取

系统的低频特性是有意义的。

　　同理,如果取 H ( s) = sI , 则有

∠�r ( jw 0) = -
3�
2 + arctg ( hi/ hp ) ( 9)

于是, 分散双通道继电反馈对应于最外面特征根轨

迹在第 2 象限的部分, 这对更充分地提取系统频率

特性是有意义的。在实际使用中,理想微分特性可用

实际微分作用来代替, 即取

H ( s) = D ( s) I =
T ds + 1

T ds/ K d + 1
I ( 10)

　　此时有!+ ∠�r ( jw 0 ) = - �+ arctg ( hi / hp ) ,其

中 != ∠D ( jw 0) , 在极限环振荡频率处其相位接近

于 �/ 2。于是∠�r ( jw 0) = - �- !+ arctg ( h i/ hp ) 仍

具有理想微分情况下分散双通道继电反馈的基本特

性。

5　分散双通道继电反馈在提取多变

量系统多点频率特性中的应用

　　由前面的分析可以看出, 分散双通道继电反馈

可作为一种提取多变量系统多点频率特性的测试方

法。与传统的频率特性测试方法相比,该方法具有以

下优点:

　　1) 它是一种闭环测试方法, 测试过程中多变量

系统仍处于受控状态。由定理 2的分析过程可见, 异

常扰动能得到有效抑制, 系统的输出被控制在一定

的范围内波动。波动幅值的大小,即极限环振荡幅值

的大小,可通过调整继电特性的输出方便地调节。

　　2) 能保证测试信息的充分性。比值 h i/ hp 完全

刻画了测试的目标信息。

　　3) 不需要单独的信号源。系统的振荡行为是由

非线性系统内部特性决定的, 无需外加激励信号。

　　4) 需要的先验知识少。

　　分散双通道继电反馈方法的这些特点,使其在

工业实际中具有很大的可行性和现实意义。尤其是

与各种先进控制策略相结合, 对改善多变量系统的

控制具有较大的作用。

6　仿　真

　　考虑一个典型的多变量过程 —— 甲醇 -水精

馏过程Wood [ 6]。该过程的两个输出 y 1和 y 2 分别是

甲醇在塔顶和塔底的摩尔分量,输入u1是回流量, u2

是再沸器蒸汽流量。其过程模型如下

G( s) =

12. 8e- s

16. 7s + 1
- 18. 9e- 3s

21s + 1

6. 6e- 7s

10. 9s + 1
- 19. 4e- 3s

14. 4s + 1

　　选择 4个测试点, 它们对应于特征根轨迹上的

相位滞后分别为 -
�
4
, -

�
2
, -

3�
2
和- �。测试过

程的参数设置及测试结果如表 1 所示。在复平面上

更直观的测试结果如图 3所示, 其中“×”表示真实

值,“○”表示测试值。

　　由图 3可见,测试所得到的点对多变量系统的

各个元素都覆盖了合适的频率范围, 这对于保证充

分、准确地刻画系统的动力学行为非常重要。为验证

测试结果的有效性, 采用文献[ 7] 的滞后系统频域

辨识方法,提取该多变量系统的传递函数阵如下

　G
�
( s) =

　

12. 887 8
16. 665 7s + 1

e- 0.905 3s -
19. 009 3

21. 414 6s + 1
e- 2.938 1s

6. 421 4
10. 565 2s + 1

e- 7.328 6s -
19. 455 4

14. 322 8s + 1
e- 3.002 6s

　　可见, 分散双通道继电测试和频域辨识恢复了

多变量系统的传递函数阵, 表明所提出方法是有效

的。
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表 1　分散双通道继电反馈测试参数设置及结果

实验序号 相位 H ( s) hi/ hp w G
�
( jw ) G ( jw )

1 -
�
4

1
s
I 1 0. 047 9

10. 26e- 0. 697 5j 13. 10e2. 190 7j

5. 95e- 0. 762 0j 15. 83e2. 377 1j

9. 99e- 0. 723 0j 13. 32e2. 209 1j

5. 85e- 0. 817 0j 15. 97e2. 393 6j

2 -
�
2

1
s
I 0 0. 128 8

5. 17e- 1. 258 0j 6. 78e1. 551 0j

3. 59e- 1. 894 2j 9. 49e1. 688 4j

5. 39e- 1. 264 2j 6. 56e1. 538 8j

3. 83e- 1. 853 0j 9. 21e1. 679 2j

3 -
3�
4

I 1 0. 290 4
2. 50e- 1. 661 7j 3. 09e0. 887 5j

1. 92e2. 871 1j 4. 70e0. 966 1j

2. 59e- 1. 657 8j 3. 06e0. 862 2j

1. 99e2. 985 7j 4. 51e0. 934 4j

4 - � I 0 0. 493 8
1. 49e- 1. 908 3j 1. 84e0. 191 7j

1. 16e1. 376 2j 2. 83e0. 218 5j

1. 54e1. 943 9j 1. 81e0. 187 5j

1. 21e1. 439 7j 2. 70e0. 229 2j

图 3　分散双通道继电反馈测试结果

7　结　　论

　　本文研究了分散双通道继电反馈控制系统。通

过描述函数阵和广义 Nyquist 稳定判据, 给出了该

系统极限环振荡的存在条件和稳定条件; 阐述了分

散双通道继电反馈与多变量系统频率特性最外面特

征根轨迹的相位特征之间的关系;在此基础上, 将分

散双通道继电反馈方法用于提取多变量系统多点频

率特性。与传统测试方法相比,分散双通道继电反馈

测试方法具有许多显著的优点。仿真取得了良好的

结果, 表明本文所提出方法对工业实际具有较大的

现实意义。
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