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区间 Delta算子系统的鲁棒性分析与控制
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摘　要: 研究Delta 算子描述的区间系统的鲁棒稳定分析与鲁棒综合设计问题。在给出区间系统的一种

等价描述后,利用 Delta 域的Lyapunov 稳定性理论, 提出了区间 Delta算子系统鲁棒稳定的充分条件及

状态反馈控制设计方法。所得结论可以将连续区间系统与离散区间系统的有关结果纳入到 Delta 算子

系统的统一框架中。
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Robustness analysis and control for interval delta

operator systems
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Abstract: R obust stability analy sis and synthesis of t he interv al delta oper ato r sy stems ar e studied. A

kind of equiv alent descr iption of t he interv al delta oper ato r sy st ems are pr esented. Sufficient condition

o f robust stability and the co r responding cont ro ller design v ia state feedback fo r the interv al delta

operato r systems ar e g iv en by employing Lyapunov st ability theo ry . The propo sed method can unify

some previous related r esults o f t he cont inuous and discr ete inter val systems into t he delt a framew o rk.
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1　引　　言

　　实际工程系统中存在着各种各样的不确定性,

其中一类不确定性可描述为系统状态矩阵的各个元

素在一些确定的区间内变化, 这就是所谓的区间系

统。这种摄动虽不改变系统的阶次,但由于它的存在

可以使原来以标称系统设计的性能指标衰退,甚至

出现系统不稳定。近年来有关区间系统鲁棒稳定性

的研究取得了许多结果 [ 1]。

　　Delta 算子方法 [ 2]避免了高速采样时移位算子

方法引起的数值不稳定问题, 同时又使得传统的用

于连续域的各类设计方法可直接用于离散域设计。

有关 Delta 算子系统的研究已引起许多学者的广泛

重视,并取得了大量研究结果 [ 2～4]。

　　本文利用 Lyapunov 方法研究了区间 Delta 算

子系统的鲁棒稳定性与综合设计问题, 给出了鲁棒

稳定的判别条件及状态反馈控制器的综合算法。
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2　问题描述及预备知识

　　考虑下列由 Delta 算子描述的系统

�x ( t) = A x ( t ) + Bu( t) ( 1)

其中, x ( t) ∈R
n 为系统状态; A ∈R

n×n为状态矩阵,

A 中的元素不能完全确定, 但属于某个确定的区间,

即

A ∈N [ A , A
- ] =

{A ∈ R
n×n�aij ≤ a ij ≤ a-ij , i , j = 1, 2,⋯, n} ( 2)

这里 A , A
- 分别为矩阵 A 中各元素的下界和上界元

素组成的矩阵。�即 Del ta 算子,定义为
[ 2]

　�x ( t) =
x
�( t) ,　T = 0

( x ( t + T ) - x ( t ) ) / T ,　T ≠ 0
( 3)

其中T 为采样周期。

　　区间矩阵 A ∈ N [ A , A
- ] 可以等价地描述为[ 1]

A = A 0 + E�F, 　� ∈ � * ( 4)

其中A 0 = ( A + A- ) / 2为常数矩阵,

E = [ h11e 1,⋯, h1n e1, ⋯, hn1en ,⋯, hnn en ]

� * = {� ∈ R
n2×n2�� = diag[  11,⋯,  1n, ⋯,

　　　 n1, ⋯,  nn ] , � ij � < 1, i , j = 1, 2,⋯, n}

F = [ h11e 1,⋯, h1n e1, ⋯, hn1en, ⋯, hnn en]
T

( 5)

ei ( i = 1, 2,⋯, n)为n×n单位矩阵的第 i个列向量,

H = ( A
- - A ) / 2,其每一个元素 h ij ( i, j = 1, 2,⋯,

n) 都是非负数,因此 E 为 n× n
2阶矩阵, F 为 n

2×

n阶矩阵。

　　显然,对 � � ∈ � *
,有 � T� ≤ ! 成立。

　　引理 1
[ 5]　令A ∈R

n×n , H ∈R
n×i, E∈R

j×n和

Q = Q
T∈R

n×n是给定矩阵,假定存在对称正定矩阵

P ,使得下列关系满足:

　　1) H
T
P H < I ;

　　2) A
T
( P

- 1
- H H

T
)
- 1

A + E
T
E + Q < 0,

则对所有满足F
T ( t) F ( t) ≤ I 的F( t ) 有下列不等式

成立,即

( A + H F ( t) E ) T
P( A + H F( t ) E) + Q < 0

3　鲁棒性分析

　　考虑下列区间 Delta 算子系统的鲁棒稳定性。

�x ( t) = A x ( t) ( 6)

　　定理1　若存在标量 > 0,使得下列Riccat i不

等式

( T A 0 + I )
T
( P

- 1
-  T EE

T
)
- 1

( T A 0 + I ) -

P +  - 1
T F

T
F < 0 ( 7)

有对称正定解矩阵 P ,且满足

 - 1
I - T E

T
PE > 0 ( 8)

那么系统( 6) 是鲁棒稳定的。

　　证明　证明方法同定理 2,此处略。

　　注 1　通过矩阵逆公式( X
- 1

+ Y Z)
- 1

= X -

X Y ( I + ZX Y ) - 1
ZX 可得与式( 7) 等价的 Riccat i不

等式

A
T
0 P + P A 0 + T A

T
0P A 0 +

( T A 0 + I )
T

PE (  - 1
I - T E

T
PE )

- 1
E

T
P ( T A 0 +

I ) +  - 1
F

T
F < 0 ( 9)

　　注2　定理1给出了连续与离散区间系统鲁棒

稳定性结果的统一描述。令 T = 0,由式( 9) 可得连

续区间系统 x
�( t) = A x ( t ) 的鲁棒稳定性条件为

　 A
T
0 P + P A 0 +  PEE

T
P +  - 1

F
T

F < 0 ( 10)

　　令T = 1, A 0 + I = A 0 ,可得离散区间系统 x ( k

+ 1) = A x ( k) 的鲁棒稳定性条件为

A
T
0 PA 0 + A

T
0P E (  - 1

I - E
T

PE ) - 1
E

T
P A 0 -

P +  - 1
F

T
F < 0 ( 11)

这正是文献[ 1] 中的定理 3. 1与定理 3. 2给出的结

果。

4　状态反馈鲁棒控制

　　下面考虑系统( 1) 的鲁棒状态反馈控制问题。

　　定理 2　若存在一常数  > 0和正定对称矩阵

R ,使得下列 Riccati不等式

( T A 0 + I ) T ( P
- 1 + T BR

- 1
B

T -

 T EE
T) - 1 ( T A 0 + I ) -

P +  - 1
T FF

T < 0 ( 12)

有正定对称解矩阵 P ,且满足

 - 1
I - T E

T
PE > 0 ( 13)

则系统( 1)可通过状态反馈u = - K x ( t) 鲁棒稳定。

此时反馈增益阵为

K = R
- 1

B
T ( P

- 1 + T BR
- 1

B
T -

 T EE
T ) - 1 ( T A 0 + I ) ( 14)

　　证明　令 E
- = ( T   ) 1/ 2

E , F
- = ( T /  ) 1/ 2

F, A
-

= T ( A 0 - BK ) + I , P
- = P , Q

- = - P。由式( 13) 可

得

E
- T

P
-

E
- < I ( 15)

令Y = ( P
- 1

+ T BR
- 1

B
T
-  T EE

T
)
- 1

( I + T A 0 ) ,

由式( 14) 可得

Y
T( P

- 1 -  T EE
T) Y = A

- T( P
- - 1 - E

-
E
- T ) - 1

A
-

于是有
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( T A 0 + I )
T
( P

- 1
+ T BR

- 1
B

T
-

 T E E
T ) - 1( T A 0 + I ) -

P +  - 1
T FF

T
=

Y
T
( T BR

- 1
B

T
+ P

- 1
-

 T E E
T
) Y - P + F

-
F
- T

=

A
- T

( P
- - 1

- E
-

E
- T

)
- 1

A
- +

Y
T
BR

- 1
B

T
Y + Q

- + F
-

F
- T

< 0 ( 16)

即有

A
- T

( P
- - 1

- E
-

E
- T

)
- 1

A
- + Q

- + F
-

F
- T

<

- Y
T
B R

- 1
B

T
Y < 0 ( 17)

　　取 P
- , A

- , E
- , � , F

- , Q
- 分别对应于引理 1中的 P,

A , H , F , E, Q , 显然, 由式( 16) , ( 17) 可知引理 1的

条件满足,故可得

( A
- + E

- �F
-)

T
P( A

- + E
-�F

- ) - P < 0 ( 18)

　　系统( 1) 经 u = - K x ( t) 反馈后, 闭环系统为

�x ( t) = ( A 0 - B K + E �F ) x ( t ) ( 19)

令

U- = ( A 0 - BK + E�F ) T
P + P ( A 0 - BK +

E�F ) + T ( A 0 + E �F)
T

P( A 0 + E �F)

利用式( 18) , 有

U
- =

1
T
( ( A

- + E
- �F

-)
T
P ( A

- + E
-�F

- ) - P ) < 0

( 20)

由式( 20) 及文献[ 3] 的引理 1知, 闭环系统( 19) 是

鲁棒稳定的。□

　　注 3　定理 2给出了连续与离散区间系统的鲁

棒状态反馈控制设计的统一描述。分别令 T = 0和

T = 1, A 0 + I = A 0,可得连续与离散区间系统的状

态反馈鲁棒器控制设计结果。

　　推论 1　若存在一常数  > 0和正定对称矩阵

R, 使得下列 Riccat i不等式

A
T
0 P + PA 0 - P ( BR

- 1
B

T -  EE
T) P +

 - 1
F

T
F < 0 ( 21)

有正定对称解矩阵 P , 则连续区间系统 x
�( t) =

A x ( t ) + Bu( t) 可通过状态反馈u = - K x ( t) 进行

鲁棒稳定。此时反馈增益阵为

K = R
- 1

B
T

P ( 22)

　　推论 2　若存在一常数  > 0和正定对称矩阵

R, 使得下列 Riccat i不等式

A
T
0 ( P

- 1 + B R
- 1

B
T -  EE

T) - 1
A 0 -

P +  - 1
FF

T
< 0

有正定对称解阵 P ,且满足  - 1
I - E

T
PE > 0, 则离

散区间系统 x ( k + 1) = A x ( k) + Bu( k) 可通过状

态反馈u = - K x ( k ) 进行鲁棒稳定。此时反馈增益

阵为

K = R
- 1

B
T ( P

- 1 + B R
- 1

B
T -  EE

T ) - 1
A 0 ( 23)

　　最后,给出系统( 1) 的鲁棒综合算法如下:

　　1) 选取T , R和 的初值, R一般可取单位矩阵,

0 < T < 1;

　　2) 确定 Riccat i不等式( 12) 是否存在满足式

( 13) 的正定对称解,若有解则由式( 14) 定义的状态

反馈控制律可使系统( 1) 鲁棒稳定, 算法结束; 若无

解则进行下一步;

　　3) 令  =  / 2,转向步骤 2) ;若  小于给定的计
算精度时Riccati不等式( 12) 仍无解,则表明该算法

失效。

5　结　　论

　　本文在给出了区间系统的一种等价描述后, 利

用 Delta 域的 Lyapunov 稳定性理论, 得到了区间

Del ta 算子系统鲁棒稳定的充分条件及状态反馈鲁

棒控制器设计。所得结论在极限情况下可分别推出

连续区间系统与离散区间系统的有关结果。
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