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不确定广义系统动态输出反馈鲁棒 H∞控制器设计

王　岩, 张庆灵

(东北大学 理学院, 辽宁 沈阳 110004)

摘　要: 在 E 确定其他系数矩阵均存在不确定性情况下, 基于线性矩阵不等式给出系统的动态输出反

馈鲁棒 H ∞控制器设计方法。所得的控制律保证闭环系统对所有允许的不确定性是正则、稳定、无脉冲

的且满足给定的 H ∞性能指标。算例说明了该控制器设计方法的有效性。
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Dynamic output feedback robust H∞ control

for uncertain descriptor systems
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Abstract: In the case that all par ameter ma trices except E exist t ime-vary ing uncer taint ies, the dynamic

output feedback robust H ∞ contro ller design met hod is g iven by means of LMI . The contro l law

guarantees that the closed-loop sy st em is r egula r, st able, impulse-fr ee as w ell as satisfies a pr escr ibed

H ∞ no rm bounded constr aint for all admissible uncer tainties. A design example show s the effectiveness

o f the design method.
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1　引　　言

　　对于广义系统 H ∞ 控制问题的研究,目前已取

得了许多成果
[ 1～7]
。文献[ 1～ 4] 相继利用不同方法

设计了 H ∞控制器, 但其研究结果均是基于参数完

全确定的情况得到的。文献[ 5] 得到了在状态反馈

作用下,状态矩阵A 和控制输入矩阵B 2存在参数不

确定性的广义系统鲁棒 H ∞控制律的存在条件, 而

实际系统的不确定性并不局限存在于这两个系数矩

阵中。本文考虑的是在 E 确定其他系数矩阵均存在

不确定性的情况下,不确定广义系统的动态输出反

馈鲁棒 H ∞ 控制器设计问题。与文献[ 3] 相比, 这种

设计方法简单直观且易于程序实现。

2　问题描述

　　考虑如下 E 确定其他系数矩阵均存在不确定

性的广义系统



Ex�( t) = A
~( t ) x ( t ) + B

~
1( t ) �( t ) + B

~
2( t) u( t)

z ( t) = C
~

1( t ) x ( t ) + D
~

1( t ) �( t ) + D
~

2 ( t) u( t )

y ( t ) = C
~

2 ( t) x ( t)

( 1)

其中, x ( t) ∈ R
n, u( t ) ∈ R

m, y ( t ) ∈ R
p , �( t) ∈ R

l,

z ( t ) ∈ R
s分别是系统的状态、控制输入、量测输出、

干扰输入及被控输出; E ∈ R
n×n , rank E = r < n;

A
~( t) = A + �A ( t) , B~ 1( t ) = B 1 + �B1 ( t) , B~ 2( t ) =

B2 + �B 2( t ) , C~ 1( t ) = C1 + �C1 ( t) , D~ 1( t ) = D 1 +

�D 1( t ) , D
~

2 ( t) = D 2 + �D 2 ( t) , C
~

2( t ) = C2 +

�C2( t ) ; A , B1 , B2 , C1, C2 , D 1, D 2是适当阶数的矩阵;

�A ( t ) , �B 1 ( t ) , �B2 ( t ) , �C1 ( t ) , �C2 ( t ) , �D 1 ( t ) ,

�D 2( t ) 表示时变不确定阵,并且

�A ( t) �B 1( t ) �B2 ( t)

�C1( t ) �D 1 ( t) �D 2( t )

�C2( t ) * *

=

E1

E2

E3

F( t) [ H 1　H 2　H 3] ( 2)

其中, E 1, E 2, E 3, H 1 , H 2 , H 3是已知矩阵; ‘* ’代表

任意矩阵; F ( t) TF( t ) ≤ I。

　　本文研究的问题是: 设计动态输出反馈控制

器,使闭环系统对所有满足式( 2) 的不确定性是容

许的(正则、稳定、无脉冲) 且具有 H ∞ 性能指标

 (对给定的  > 0,‖z‖2≤  ‖�‖2 )。

　　为了证明后面的结果,先引入以下引理:

　　引理 1
[ 7]　对于广义系统

Ex�( t ) = A x ( t ) + B�( t )
z ( t) = Cx ( t ) + D �( t)

( 3)

下列两个叙述是等价的:

　　1) 系统 ( 3) 正则、稳定且无脉冲; ‖C( sE -

A ) - 1
B + D‖∞ < 1且‖D‖ < 1。

　　2) 存在矩阵 P ∈ R
n×n满足

EP = P
T
E

T ≥ 0

A P + P
T
A

T
P

T
C

T
B

CP - I D

B
T

D
T - I

< 0

　　引理 2
[ 10]　设A , D , E 和F 是适当维数的实矩

阵,且有 F
T
F ≤ I。如果存在矩阵 P > 0和标量 !>

0, 满足 !I - D
T
PD > 0, 则( A + DFE) TP ( A +

DFE ) ≤ A
T
PA + A

T
PD ( !I - D

T
PD ) - 1

D
T
PA +

!ET
E。

　　由引理 1,可以得到下面的结论:

　　引理 3　对于广义系统( 3) 和给定的  > 0, 下

列叙述是等价的:

　　1) 系统 ( 3) 正则、稳定且无脉冲;‖C( sE -

A ) - 1
B + D‖∞ <  且‖D‖ <  。

　　2) 存在可逆矩阵 X ∈ R
n×n使得

E
T
X = X

T
E ≥ 0

X
T
A + A

T
X X

T
B C

T

B
T
X -  I D

T

C D -  I
< 0

　　证明略。

3　鲁棒H∞动态输出反馈控制器设计

　　考虑具有如下形式的动态输出反馈控制器

Ex
�
c( t ) = A cx c( t) + Bcy ( t )

u( t ) = Ccx c( t )
( 4)

结合系统( 1) 和( 4) 得到增广系统为

E
-
x
-
�

( t ) = ( A- 0 + E
-

1F
-
H
-

1 ) x-( t ) +

　　　　( B- 0 + E
-

1F
-
H
-

2 ) �( t)
z ( t) = ( C-0 + E

-
2F
-
H
-

1 ) x-( t) +

　　　( D- 0 + E
-

2F
-
H
-

2) �( t) ( 5)

这里

x
-( t) = [ x T ( t) x

T
c ( t ) ] T, 　E- = diag [ E E ]

A
-

0 =
A B 2Cc

B cC2 A c

,　B- 0 =
B 1

0

C
-

0 = [ C1 D 2Cc] ,　D- 0 = D 1

E
-

1 = diag [ E1 BcE 3] , 　E- 2 = [ E2 0]

F
- = diag [ F ( t) F( t ) ]

H
-

1 =
H 1 H 3Cc

H 1 0
,　H

-
2 =

H 2

0

　　下面基于 LM I给出鲁棒 H ∞ 动态输出反馈控

制器存在的条件及其控制器构造方法。

　　定理1　如果存在可逆矩阵P 和常数∀, !> 0,

使得

E
- T
P = P

T
E
- ≥ 0 ( 6)

W- 11 P
T
B- 0 C-T

0 H- T
1 P

T
E- 1

B
T
0P -  2I D

- T
0 H

- T
2 0

C
-

0 D
-

0 W
-

33 0 0

H
-

1 H
-

2 0 W 44 0

E
- T

1P 0 0 0 - ∀I

< 0 ( 7)

成立。其中

W
-

11 = A
- T

0P + P
T
A
-

0

W
-

33 = - I + !- 1
E
-

2E
- T

2
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　　　　　　W 44 = - ( ∀+ !) - 1
I

则系统( 1) 在动态输出反馈控制器( 4) 作用下得到

的闭环系统( 5) 是容许的且具有 H ∞性能指标  。
　　 证明 　 令 A

-
c = A

-
0 + E

-
1F
-
H
-

1, B- c = B
-

0 +

E
-

1F
-
H
-

2, C-c = C
-

0 + E
-

2F
-
H
-

1 , D- c = D
-

0 + E
-

2F
-
H
-

2, 将引

理 3应用于系统( 5) 可知,系统( 5) 是容许的且具有

H ∞性能指标  的充要条件是: 存在可逆矩阵 P ,满

足( 6) 和

# ( t ) =
A
- T
c

B
- T
c

[ P　0] +
P

T

0
[ A- c　B- c] +

C
-T
c

D
- T

c

[ C-c　D
-

c] -
0 0

0  2I
< 0 ( 8)

因此, 欲证定理 1, 只需证出式( 6) 和式( 8) 成立即

可。由式 ( 2) 和引理 2, 并注意到 I + E
-

2 ( !I -

E
- T

2 E
-

2 ) - 1
E
- T

2 = ( I - !- 1
E
-

2E
- T

2 ) - 1, 则式( 8) 左侧等式

为

# ( t ) ≤
W
-

11 P
T
B
-

0

B
- T

0P -  2I
+

C
- T

0 H
- T

1 P
T
E
-

1

D
- T

0 H
- T

2 0
×

- W- - 1
33 0 0

0 ( ∀+ !) I 0

0 0 ∀- 1
I

C
-

0 D
-

0

H
-

1 H
-

2

E- T
1P 0

由矩阵的Schur 补性质可知,若式( 7) 成立,则式( 8)

的不等式成立,那么系统( 5) 是容许的且具有H ∞性

能指标  。□
　　定理 1给出了系统( 1) 存在鲁棒 H ∞动态输出

反馈控制器的条件, 并未给出构造控制器的具体算

法,下面给出构造不确定广义系统动态输出反馈控

制器的 LM I方法。将矩阵 P, P - 1按矩阵 A
-

0的分法

分块为

P =
P 11 P 12

P 21 P 22
,　P

- 1
=

Q 11 Q12

Q 21 Q22

因为 PP
- 1 = I , 则 P

Q11

Q21

=
I

0
, 设 ∃ 1 =

Q 11 I

Q 21 0
。对广义限制条件( 6) 的左右两端分别乘

以 ∃ T
1 , ∃ 1, 则式( 6) 等价于

E 0

0 E
T

Q11 I

I P 11

=

Q
T
11 I

I P
T
11

E
T 0

0 E
≥ 0 ( 9)

　　　　　E = Q
T
11E

T
P11 + Q

T
21E

T
P 21 ( 10)

令 % = diag [ ∃ 1　I　I　I　I ] , 对不等式( 7) 左端左

乘 % T ,右乘 % ,定义新变量
A
 = P

T
11A Q11 + P

T
21BcC2Q 11 +

P
T
11B2CcQ 21 + P

T
21A cQ 21

B
 = P

T
21Bc,　C

 = CcQ21

则不等式( 7) 等价于

& 1 & T
2 B1 & T

4 & T
5

& 2 & 3 P
T
11B1 C

T
1 H

T
1

B
T
1 B

T
1P 11 -  2I D

T
1 H

T
2

& 4 C1 D 1 W 33 0

& 5 H 1 H 2 0 W 44

H 1Q 11 H 1 0 0 0

E
T
1 E

T
1P 11 0 0 0

0 & T
6 0 0 0

　→

←

( H 1Q11 )
T

E1 0

H
T
1 P

T
11E1 & 6

0 0 0

0 0 0

0 0 0

W 44 0 0

0 - ∀I 0

0 0 - ∀I

< 0 ( 11)

其中

& 1 = A Q 11 + ( A Q11 ) T + B 2C
 + ( B2C

 ) T

& 2 = A
 
+ A

T

& 3 = P
T
11A + A

T
P 11 + ( B C2 ) + ( B C2 ) T

& 4 = C1Q11 + D 2C
 ,　& 5 = H 1Q11 + H 3C

 

& 6 = B
 
E3 ,　W 33 = - I + !- 1

E2E
T
2

　　 定理 2　 如果存在常数 ∀, !> 0和矩阵 Q11 ,

P 11 , A , B , C ,使得式( 9) 和式( 11) 成立,则不确定广

义系统( 1) 在动态输出反馈控制器( 4) 作用下所得

的闭环系统是容许的且具有H ∞性能指标 。此时控
制器参数为Cc= C

 
Q

- 1
21 , Bc = P

- T
21 B

 , A c = P
- T
21 ( A -

P
T
11A Q 11 - B

 
C2Q11 - P

T
11B 2C

 ) Q - 1
21。这里, P21 , Q21 由

限制条件( 10) 决定。

　　注1　定理2中,由于矩阵 P21 , Q21满足限制条

件( 10) 即可,因此可选择 P 21, Q 21为可逆阵。当不确

定广义系统( 1) 中E = I 时, 定理 2的条件为不确定

正常系统在动态输出反馈控制器作用下内部稳定且

具有 H ∞性能指标  的充分条件, 限制条件( 9) 和

( 10) 与文献[ 8] 中的条件一致。
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4　算　　例

　　考虑不确定广义系统( 1) ,令

E =
1 0

0 0
,　A =

0 0

0 1

B 1 =
1

0
,　B 2 =

4

0

C1 = [ 1　0] ,　C2 = [ 1　0]

D 1 = 0. 2, 　D 2 = 1

E 1 =
0

1
,　E 2 = E3 = 1

H 1 = [ 0　1] ,　H 2 = 0. 02, 　H 3 = 1

取 H ∞性能指标为 = 1. 0,按如下步骤求出动态输

出反馈鲁棒 H ∞控制器。

　　Step1: 将以上系数代入定理 2,解不等式( 11)。

经计算,不等式( 11) 可解, 且P 11, Q 11满足条件( 9)。

P 11 =
2. 332 1 0

- 0. 025 6 - 19. 952 7

Q 11 =
0. 755 7 0

0. 346 9 - 0. 078 5

A
 =

- 2. 561 5 0

- 0. 098 2 1. 009 3

B
 =

- 18. 750 4

- 0. 071 1

C
 = [ - 0. 701 3　0. 053 7]

　　Step2: 由约束条件( 10) 选择

P 21 =
- 0. 762 4 0

0 1
,　Q 21 =

1 0

0 1

　　Step3: 由定理 2求出控制器的系数矩阵

A c =
- 23. 818 3 - 0. 659 7

6. 877 1 - 0. 557 0

Bc =
24. 593 9

- 0. 071 1

Cc = [ - 0. 701 3　0. 053 7]

5　结　　语

　　不确定性是工业过程中普遍存在的现象,对系

统性能影响很大, 本文利用线性矩阵不等式,研究了

不确定广义系统在 E 确定其他系数矩阵均存在不

确定性情况下的鲁棒 H ∞控制器设计问题。动态输

出反馈鲁棒 H ∞控制器可通过广义约束条件和线性

矩阵不等式的解构造得到,该设计方法比文献[ 3]更

简洁。
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