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一类不确定性系统的鲁棒正实性分析与综合
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(北京大学 力学与工程科学系, 北京 100871)

摘　要: 考虑一类具有多项式型不确定性系统的鲁棒正实性分析和综合问题。这类不确定模型是区间

摄动和范数有界摄动系统的自然推广。给出了一个系统具有鲁棒扩展严格正实性( ESPR)的充分条件,

利用该条件可估计出使系统保持 ESPR 的最大参数摄动范围。在 ESPR 分析的基础上, 进一步给出了

ESPR控制器的存在条件和控制器的构造方法。通过凸优化算法,得到了所提出方法意义下具有最大摄

动界的 ESPR 控制器设计方法。
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Robust positive realness analysis and synthesis

for a class of systems with uncertainties
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Abstract: Robust posit ive realness analy sis and synthesis problem is dealt w ith for a class o f sy st ems

w it h po lynomial form parameter uncer tainties. A sufficient condition o f r obust ex tended strict ly positive

r ealness ( ESPR ) is presented for the uncer tain systems, and it also can be utilized to est imate t he

per turbation bound such that ESPR holds. On the basis of ESPR ana ly sis, the so lvability condit ions to

ESPR contr ol ar e pr ov ided v ia state and output feedback respectiv ely. Moreover , an approach is

obtained to design contr oller v ia convex prog ramming alg or ithm such that the closed lo op system is

ESPR and has max imum per turbation bound under the method.
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1　引　　言

　　考虑摄动系统

x
�= A ( q) x + Bu

y = Cx + Du
( 1)

其中, x ∈R
n
p , u∈R

n
u 和 y ∈R

n
y 分别为系统状态、

输入和输出变量, q = ( q1 , q2, ⋯, qm) T ∈ R
m 为摄动

参数, �qi� ≤ �i。为描述 A ( q) 中仅部分元素的摄动

情形,可设

A ( q) = A N + L A
~( q) R

A
~ ∈ R

h×l ,　h, l≤ np ( 2)

其中, L ∈ R
n
p
×h
列满秩, R ∈ R

l×n
p 行满秩, A N 和

A
~( q ) 分别为系统矩阵中的不变部分和摄动部分。
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给定整数 r > 0,考虑如下形式摄动

　A
~( q ) = ∑

r

i
1
+ ⋯+ i

m
= 0

A i
1
⋯i

m
q
i
11⋯q

i
mm ,　0≤ ij ≤ r ( 3)

　　记　　　A 0 = A N + L A 0⋯0R

　　　　　　� = ∑
r

i
1
+ ⋯+ i

m
= 1

A i
1
⋯i

m
q
i
11⋯q

i
mm

可将系统( 1) 改写为

x
�= A 0x + L �Rx + Bu

y = Cx + Du
( 4)

　　当 r = 1时, 模型( 4) 即为区间系统;若给出摄

动的范数界‖�‖, 则( 4)成为通常的范数有界不确

定系统。在一些应用中也会出现具有形式( 4) 的摄

动模型,如电力系统[ 1]。另外,在较弱的条件下, 一般

的非线性函数都可用多项式来逼近。故摄动系统( 4)

也可看成是任意非线性相关摄动系统的近似模型。

正实性是系统的一种重要性能, 在二次最优控制、绝

对稳定及超稳定理论等领域均有重要作用。由于实

际系统中不可避免地存在不确定性, 鲁棒正实性的

研究尤为重要, 因而近年来得到了广泛的研究
[ 2～4]

,

但大多研究区间或线性相关摄动情形, 而对非线性

摄动系统鲁棒性的研究还不充分。本文考虑具有形

式( 3) 摄动系统族的鲁棒正实分析与综合问题。

　　文中A
T
和A

H
分别表示 A 的转置和共轭转置,

I 表示合适维的单位矩阵。矩阵 A
⊥ 具有性质 A

⊥
A

= 0, A ⊥ A ⊥T > 0。
A B

C D
: = D + C( sI - A ) - 1

B。

假定所有矩阵具有合适的维数。

2　基本引理

　　引用如下正实性定义:

　　定义 1
[ 5, 6]
　系统 G( s) 称为正实的( PR) , 如果

G( s) 在开右半平面解析, 且 G( s) + G
H( s) ≥ 0,

�Re( s) > 0。系统G ( s) 称为严格正实的( SPR) ,如

果G( s) 在闭右半平面解析,且G( j ) + G
T
( - j ) >

0,�  ∈ [ 0,∞)。系统 G( s) 称为扩展严格正实的

( E S P R ) , 如果G ( s ) 严格正实 , 且G ( j∞ ) +

G
T ( - j∞) > 0。

　　引理 1
[ 6, 7]　设G( s) = D + C( sI - A ) - 1

B ,则

G( s) 是 ESPR的,当且仅当 � X > 0, 使得

A
T
X + XA XB - C

T

B
T
X - C - ( D + D

T
)

< 0 ( 5)

　　引理2
[ 7]
　给定矩阵B , C和Q , 则Q+ B GC+

( BGC)
T

< 0 可解, 当且仅当 B
⊥

QB
⊥T

< 0,

C
T⊥

QC
T⊥T

< 0。

3　鲁棒正实性分析

　　记 E = [ q1I ,⋯, qmI ,⋯, qi11⋯q
im
m I , ⋯, qrmI ] , F T

= [ A T
10⋯0, ⋯, A T

00⋯1, ⋯, A T
i
1
⋯i

m
, ⋯, A T

00⋯r ] , 则 � =

EF, 且

EE
T = ∑

r

i
1
+ ⋯+ i

m
= 1

q
2i

11 ⋯q
2i
mm I ≤

∑
r

i
1
+ ⋯+ i

m
= 1

�2i11 ⋯�2imm I : = !2
I ( 6)

　　定理1　系统( 1)是ESPR的, 仅需存在P > 0,

使得

A 0P + PA T
0 + !2L LT B - PCT PRTFT

BT - CP - (D + D T ) 0

F RP 0 - I

< 0

( 7)

　　证明　由 Schur 补引理,式( 7) 等价于

P
- 1
A 0 + A

T
0P

- 1
+

!2P- 1
L L

T
P

- 1 + R
T
F

T
FR

P
- 1
B - C

T

B
T
P

- 1 - C - ( D + D
T )

< 0

注意到

P
- 1
L EFR + ( P

- 1
L EFR )

T
≤

P
- 1
L EE

T
L

T
P

- 1
+ R

T
F

T
FR

故有

P
- 1
A ( q) + A ( q ) T

P
- 1

P
- 1
B - C

T

B
T
P

- 1 - C - ( D + D
T)
≤

P
- 1
A 0 + A

T
0 P

- 1
+

P
- 1
LEE

T
L

T
P

- 1 + R
T
F

T
FR

P
- 1
B - C

T

B
T
P

- 1 - C - ( D + D
T)

≤

P
- 1
A 0 + A

T
0 P

- 1 +

!2P - 1
L L

T
P

- 1
+ R

T
F

T
FR

P
- 1
B - C

T

B
T
P

- 1
- C - ( D + D

T
)

< 0

　　由引理 1, 系统( 1) 是 ESPR的。□

　　若预先不知 �i ,令 ∀ = !2, 则式( 7) 可看成是以

矩阵P > 0和标量∀> 0为变量的LM I,定义凸优化

问题

∀m = max
( P, ∀)满足LM I( 7)

∀ ( 8)

则当 !≤ ∀m 时,系统( 1) 是 ESPR的。式( 8) 给出了

在文中方法意义下, 保持 ESPR的最大摄动范围的

一个估计。
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4　鲁棒正实控制

4. 1　状态反馈情形

　　给定状态反馈 u = K x + v ,闭环系统为

x
�= ( A ( q) + BK ) x + Bv

y = ( C + DK ) x + Dv
( 9)

　　由定理1,系统是ESPR的,仅需� P > 0, 使得

( A 0 + BK )P +

P ( A 0 + B K ) T + !2L L T
B - P( C + DK ) T PRTFT

B T - ( C + DK ) P - (D + DT ) 0

FR P 0 - I

< 0

( 10)

令 Z = KP ,则 LM I( 10) 可改写为

A 0P + PA T
0 + B Z +

ZTBT + !2L L T
B - P CT - ZTD T PRTFT

BT - CP - DZ - ( D + D T ) 0

FRP 0 - I

< 0

( 11)

　　 定理 2　 若存在矩阵 P > 0 和 Z 满足

LMI( 11) , 则存在状态反馈控制器, 使得闭环系统是

ESPR的,且 K = ZQ
- 1是一个控制器。

　　由于 ESPR控制器不唯一,可通过对其进行优

选, 使得闭环系统在尽可能大的范围内保持 ESPR

性。记 #= !2,定义凸优化问题

#m = max
( P, Z, #)满足LM I( 11)

# ( 12)

则当 !≤ #m时,状态反馈控制器K = ZQ
- 1, 可使闭

环系统保持ESPR。

4. 2　输出反馈情形

　　设 y
~ = Cx ,则 y

~ = y - Du。考虑输出反馈控制

器

x
�
c = A cx c + Bcy

~

u = Ccx c + D cy
~ + v

,　
x
�
c = A

~
cx c + B

~
cy

u = C
~

cx c + D
~

cy + v

( 13)

式中, x c ∈ R
n
c 为控制器状态变量。当满足适定性条

件 I + D cD 和 I + DD c 可逆时,两种形式可互相转

化。说明如下: 若 u( s) = ( Cc( sI - A c) - 1
Bc +

D c) y~( s) + v 是 ESPR 控制器,则

u = ( I + Cc( sI - A c) - 1
Bc + D cD ) - 1×

( Cc( sI - A c)
- 1
B c + D c) y + v

~ ( 14)

是ESPR控制器, 其中 v
~ = ( I + Cc( sI - A c)

- 1
B c +

D cD )
- 1
v。ESPR 控制器( 14) 的一个实现是

u( s) =

A c - Bc( I + D cD ) - 1
Cc Bc( I + D cD ) - 1

Cc Bc( I + D cD ) - 1
D c

0 A c Bc

- ( I + D cD ) - 1
Cc ( I + D cD ) - 1

Cc ( I + D cD ) - 1
D c

y ( s) + v
~( s) ( 15)

同样,若u( s) = ( C~ c( sI - A
~

c) - 1
B
~

c+ D
~

c) y ( s) + v是

ESPR控制器,则

u( s) = ( I - C
~

c( sI - A
~

c) - 1
B
~

c - D
~

cD ) - 1 ×

　　　　( C~ c( sI - A
~

c)
- 1
B
~

c + D
~

c) y~( s) + v
 ( 16)

是 ESPR控制器,其中

v
 = ( I - C

~
c( sI - A

~
c)

- 1
B
~

c - D
~

cD )
- 1
v

　　不失一般性,仅考虑控制器 u( s) =
A c Bc

Cc D c

y
~

的设计问题。此时,闭环系统方程为

y =
A c l Bcl

Ccl D c l

v ( 17)

其中

A cl Bc l

Ccl D cl

: =
A
 
( q) B

 

C
 

D
 +

B
~

D
 G [ C~　0]

A
 ( q) B

 

C
 

D
 : =

A ( q) 0 B

0 0 0

C 0 D

,　B
~ =

B 0

0 I

C
~ =

C 0

0 I
,　D

~ = [ D　0] ,　G =
D c Cc

Bc A c

将系统矩阵改写为

A c l =
A 0 0

0 0
+ B

~
GC
~ +

L

0
� [ R　0] : =

A
~

0 + L
~�R~ ( 18)

　　由定理 1,闭环系统( 17) 是ESPR的,只需� Q
~

> 0,使得

∃ + % G & + ( % G & ) T < 0 ( 19a)

∃ %

& *
: =

A 0Q~ + Q~A T
0 + !2L~L~ T B - Q~C T Q~R~TF T B

B~T - C Q~ - (D + D T ) 0 D~

FR~Q~ 0 - I 0

C
~
Q
~

0 0 *

( 19b)

由引理 2,式( 19) 等价于

% ⊥ ∃ % ⊥T < 0,　& T⊥∃ & T⊥T < 0 ( 20)

令　　Q
~ =

X Q 12

Q
T
12 Q 22

,　Q
~ - 1 =

Y P 12

P
T
12 P 22

其中 X ∈ R
n
p
×n

p , Y ∈ R
n
p
×n

p。直接计算可知( 20) 等

价于

第 6 期 曾建平等: 一类不确定性系统的鲁棒正实性分析与综合 841



　

B

D

⊥

0

0 I

A 0X + XA T
0 + !2LL T B - XCT XRTF T

BT - CX - D - DT 0

FRX 0 - I

×

　

B

D

⊥T

0

0 I

< 0 ( 21)

　

CT⊥ 0 0

0 I 0

0 0 I

YA 0 + A T
0 Y + R TFTFR YB - C T !Y L

BTY - C - D - DT 0

!L TY 0 - I

×

　

CT⊥T 0 0

0 I 0

0 0 I

< 0 ( 22)

由 Q
~
Q
~ - 1 = I 可知

X - Y
- 1

= Q 12Q
- 1
22 Q

T
12≥ 0 

X I

I Y
≥ 0

( 23)

　　综上所述,可给出输出反馈 ESPR控制可解条

件为:

　　定理 3　若存在矩阵 X > 0和 Y > 0, 满足

LMIs( 21～ 23) , 则存在输出反馈控制器使得闭环

系统是 ESPR的。

　　当定理 3条件满足时,参照文献[ 8, 9] , 可构造

出阶数 nc ≤ rank( X - Y
- 1) 的 ESPR控制器, 这里

仅列出控制器构造的主要步骤:

　　1) 做满秩分解 I - XY = M
T
N ;

　　2) 求解代数方程 Q
~ X I

N
T

0
=

I Y

0 M
T

;

　　3) 将Q
~
代入 LM I( 19) ,求解( 19) 即得 ESPR控

制器。

　　令 ∋= !- 2 ,注意到 LMI( 21) 和( 22) 分别等价

于

B

D

⊥

0

0 I

A 0X + XA T
0 B - XC T XR TFT L

BT - CX - D - DT 0 0

FRX 0 - I 0

L T 0 0 - ∋I

×

B

D

⊥T

0

0 I

< 0 ( 24)

C T⊥ 0 0

0 I 0

0 0 I

YA 0 + A T
0Y + RTFTFR YB - C YL

( Y B - C) T - D - DT 0

L TY 0 - ∋I

×

C T⊥T 0 0

0 I 0

0 0 I

< 0 ( 25)

　　类似于状态反馈, 通过求解优化问题

∋m = min
( X , Y , ∋)满足LMI ( 23～25)

∋

则当 !≤ 1/ ∋m 时,闭环系统保持 ESPR性。

5　结　　语

　　本文所讨论的摄动系统具有实际应用背景, 同

时还是区间系统和范数有界不确定系统的自然推

广。另外,这种较简单形式的非线性相关摄动,可作

为一般非线性摄动的近似表示,研究其鲁棒性能和

控制问题是有意义的。文中基于 LM I,给出了鲁棒

正实判据、综合问题可解性条件及控制器设计方法,

均可利用有效的凸优化算法求解。由于这些结果都

是充分的,因此进一步的工作将是分析其保守性。
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