
第 17卷 第 6期

Vol. 17 No . 6

　控　制　与　决　策

　Control and Decision　

2002年 11月

　Nov . 2002

　　文章编号: 1001-0920( 2002) 06-843-04

期望指标下一类线性周期系统鲁棒状态估计

刘世前, 郭　治, 钱龙军, 王远钢
(南京理工大学 自动化系,江苏 南京 210094)

摘　要: 针对满足多重区域指标约束的鲁棒滤波问题,以离散线性周期系统为研究对象, 利用周期系统

参数在某区间变化的特性,将周期系统满足极点或极点/协方差指标的估计问题转化为区间系统的鲁棒

估计问题。采用线性矩阵不等式( LM Is)法进行凸优化, 求解对应区间系统的满意估计增益, 并设计相应

鲁棒状态估计器。数值算例验证了相关的结论。
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Robust state estimation with desired indices

of a class of linear periodic systems

L IU Shi-qian, GUO Zhi, QIA N L ong-j un, WAN G Yuan-gang

( Depa rtment o f Aut omation, Nanjing Univ ersity o f Science and Techno log y, Nanjing 210094, China)

Abstract: R obust st ate estimation w ith multiple reg ional per formance requir ement s is st udied fo r a class

o f discret e-time linear periodic systems. According t o char acter istics o f m atrix parameters of per iodic

sy st ems per iodically var ying in some cer tain reg ions, the pr oblem of robust estimation with desir ed po le

and var iance indices o f per iodic systems is conver ted int o the pr oblem of inter val systems. LMI met hod

is applied t o solve convex optim ization, and a satisfacto r y robust state est imato r under constr ains o f t he

indices is designed. A numer ical ex ample illustr ates the r esults.
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1　引　　言

　　现代工程经常对系统提出一些期望指标,比如

跟踪系统需要满足一定的随机穿越频率与滞留度。

多重指标约束下定常系统的鲁棒状态估计已有不少

学者进行了研究,文献[ 1]将融有暂态指标、约束协

方差配置的估计问题, 通过逆解某个 Riccati方程方

法来解决,但随着指标增加, 寻找这样的 Riccat i方

程越来越困难;文献[ 2]将上述多个 Riccati方程融

为多个线性矩阵不等式组, 但他们大多针对连续线

性定常随机系统或定常不确定系统进行研究。而周

期系统在信号处理、计算机控制等工程实际中已大

量出现, 对这类系统进行多指标的鲁棒滤波研究是

十分有意义的。

　　本文针对离散线性周期系统,利用周期系统参

数矩阵在某区间上变化的特性,将周期时变系统滤

波问题转化为含不确定模型误差系统的鲁棒滤波问
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题,间接进行周期系统满足极点/约束方差等多指标

鲁棒滤波器的设计。

2　问题描述

　　考虑如下离散线性 N -周期时变系统

x ( k + 1) = A ( k ) x ( k) + w ( k )

y ( k) = C( k) x ( k) + v ( k )
( 1)

式中, x ( k) ∈ R
n
x 为系统状态向量; y ( k ) ∈ R

n
y 为测

量输出向量; w ∈ R
n
w 和 v∈ R

n
v 分别为模型噪声与

测量噪声,它们是零均值、方差分别为W > 0, V > 0

的互不相关高斯白噪声; A ( k) ∈ R
n
x
×n

x 和 C( k) ∈

R
n
y
×n

x 是周期为 N 的有界实时变矩阵,即

A ( k + N ) = A ( k ) ,

C( k + N ) = C( k) ,
　k = 0, 1, ⋯, N - 1 ( 2)

且( A ( k) , C( k ) ) 可检测。

　　由于线性周期时变系统( 1) 参数矩阵为有界实

时变矩阵,即模型矩阵 A ( i) ∈ [ A , A-] , C( i) ∈ [ C,

C
-] , i = 1, 2, ⋯, N - 1, 所以在任一周期内系统( 1)

可以近似为某一区间变化系统,且容易证明 [ 3]。区间

系统可等价地表示为如下不确定系统形式

　
x ( k + 1) = ( A 0 + H 1FE) x ( k) + w ( k)

y ( k) = ( C0 + H 2FE ) x ( k ) + v ( k)
( 3)

其中

A 0 = ( A + A
-) / 2,　C0 = ( C + C

-) / 2 ( 4)

E ∈R
j×n

x, H 1∈R
n
x
×l
和H 2∈R

n
y
×l
为实定常矩阵;

F为Lebesgue可测的不确定矩阵,且F∈F
* : = {F

∈ R
l×j �FF

T ≤ �2I } ,�为不确定强度系数, I 为单位

阵。

　　这样可以把周期系统( 1) 的滤波问题转化为不

确定系统( 3) 的滤波问题。相应的一步稳态预估型

滤波器为

x
�( k + 1) = A

�
x
�( k ) + K ( y ( k) - C

�
x
�( k) ) ( 5)

式中, x�( k) ∈ R
n�
x, A

�∈ R
n�
x
×n�

x , C
�∈ R

n�
y
×n�

x , K ∈

R
n
�
x
×n

y 为待定的滤波增益。

　　定义1　e( k ) = x ( k ) - x
�( k) 为状态滤波误差。

　　为了描述问题方便,不妨取A
�= A 0 , C�= C0。参

照系统( 1) 和( 3) 及滤波方程( 5) ,可得误差系统

e ( k + 1) =

( A 0 - K C0) e ( k) + ( H 1FE -

K H 2FE ) x ( k ) + w ( k) - K v ( k) ( 6)

记 x
~( k ) = [ x ( k)　e( k ) ]

T
,则得增广系统

x
~
( k + 1) = ( A

~
+ H

~
FE
~
) x
~
( k ) + w

~
( k) ( 7)

式中

A
~ =

A 0 0

0 A 0 - KC0

,　E
~ =

E
T

0

T

H
~ =

H 1

H 1 - K H 2

, 　w
~ =

w

w - K v

若增广系统( 7) 稳定, 则其稳态状态协方差

X = lim
k→∞

E[ ( x~( k) - x
~- ( k) ) ( x~( k) - x

~- ( k) ) T]

( 8)

存在,且满足

X = A fX A
T
f + W

~ ( 9)

式中, A f = ( A~ + H
~
FE
~) , x~

-

( k) 为 x
~( k) 的平均值,W~

为 w
~ 的协方差。

　　为使鲁棒估计器具有良好的动态、稳态特性,

要求设计的滤波增益 K 满足如下约束:

　　1) 状态估计误差协方差X e= lim
k→∞

E[ e( k) eT( k ) ]

满足diag X e≤diag �2, 式中�2为给定的状态估计误
差方差上界, E[ ] 表示数学期望;

　　2) 增广系统极点集 A f � !( 0, r ) ,其中!( 0, r )
表示复平面上以原点为圆心, 半径为 r 的开圆盘( r

< 1) ,且此开圆盘含 A 0的不可观特征值。

3　极点指标下鲁棒滤波器设计

　　为了得到本文的结论,需引用如下引理:

　　引理1( Schur Complements)　设X , Y , Z为适

维矩阵,且 X 和 Z 为对称阵,则

X Y

Y
T

Z
< 0 ( 10)

等价于Z - Y
T
X

- 1
Y < 0且 X < 0或 X - YZ

- 1
Y

T

< 0且Z < 0。

　　引理2
[ 4]　给定适维实常数矩阵Y , Z和对称实

矩阵 M ,则不等式

M + YFZ + ( YFZ) T < 0 ( 11)

对� F∈F
*
成立,当且仅当存在某个标量∀> 0, 使

M + ∀�2YY
T + ∀- 1

Z
T
Z < 0 ( 12)

　　引理 3
[ 5]　 如果系统

x ( k + 1) = A x ( k) + w ( k)

满足不等式组

A QA
T - r

2
Q < 0 ( 13)

- Q + AQA
T + W < 0,　Q > 0 ( 14)

则  A � !( 0, r) 且其稳态状态协方差
X = lim

k→∞
E[ x ( k ) x T( k) ] < Q

　　令 Q
- 1

= R = diag ( R 1, R 2) , R 2K = J , 利用上

述引理,可得:
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　　定理1　增广系统( 7) 存在滤波增益K 满足极

点指标2) ,当且仅当实变量∀1 , ∀2和矩阵变量R, J 的

以下不等式组有可行解

#1( ∀1, R , J ) < 0 ( 15)

⋯ R 1 0

#2( ∀2 , R, J ) R 2 J

!  !
R1 R2 - W

- 1 0

0 J
T

⋯ 0 - V
- 1

< 0

( 16)

其中

#1( ∀1, R , J ) =

- ∀- 1
1 I 0 �H T

1R1 �S T
2 0 0

0 - ∀- 1
1 I 0 0 0 0

�R 1H 1 0 - r R1 0 R1A 0 0

�S 2 0 0 - rR 2 0 S 1

0 0 A T
0R 1 0 - rR 1 + ∀- 1

1 E TE 0

0 0 0 S T
1 0 - r R2

( 17)

#2( ∀2 , R , J ) 满足 #2( ∀2 , R, J ) = #1( ∀2, R , J ) 且 r =

1, S 2 = R 2H 1 - JH 2 , S1 = R2A 0 - J C0;而且若( ∀1,
∀2 ; R, J ) 是上述不等式组的任一解,则 K = R

- 1
2 J 就

是一个满足指标 2) 的滤波增益,而 R
- 1是增广系统

( 7) 的稳态状态协方差矩阵集合X K 的一个上界,即

� F ∈ F
* 恒有 X < R

- 1 = Q。

　　证明(必要性)　根据引理 3,满足极点指标的

滤波增益 K 一定满足

( A~ + H
~
FE
~) Q ( A~ + H

~
FE
~) T - r

2
Q < 0 ( 18)

- Q + ( A~ + H
~
FE
~) Q( A~ + H

~
FE
~) T + W

~ < 0

( 19)

且 Q > 0。将 Q
- 1 = R, R2K = J 代入式( 18) 可得

- r
2
R + ( RA

~ + RH
~
FE
~) R - 1×

( RA
~ + RH

~
FE
~) T < 0 ( 20)

即

- r
2
R +

R 1A 0 + R1H 1FE 0

S2FE S1
R

- 1  

R1A 0 + R1H 1FE 0

S2FE S1

T

< 0 ( 21)

利用引理 1得

- r 1R 1 0 R1A 0 0

0 - rR 2 0 S 1

A
T
0R1 0 - r R1 0

0 S
T
1 0 - r R2

+

　

R 1H 1

S2

0

0

F

0

0

E
T

0

T

+

　[ 0　0　E
T
　0]

T
F

T
[ H

T
1R 1　S

T
2　0　0] < 0

( 22)

利用引理 2知存在某正常数 ∀1, 使得

- r R1 + ∀1�2R1H 1H
T
1R1 ∀1�2R1H 1S

T
2 R 1A 0 0

∀1�2S2H
T
1 R1 - r R2 + ∀1�2S2S

T
2 0 S 1

A
T
0R 1 0 - rR 1 + ∀- 1

1 E
T
E 0

0 S
T
1 0 - r R2

< 0 ( 23)

再利用引理 1,得上式等价于式( 15) ,于是( ∀1; R , J )

是 LM I( 15) 的一组可行解。

　　同理, 反复利用引理 1和引理2, 不等式( 19) 可

转化为LM I( 16) ,且存在某正常数∀2, 使得( ∀2; R , J )

是LM I( 16) 的一组可行解。综合二者得( ∀1 , ∀2; R , J )

是LMI组( 15) 和( 16) 的一个可行解,由变量代换得

K = R
- 1
2 J , 再由引理 3可得 � F ∈ F

* , 恒有 X <

R
- 1 = Q。

　　将上述过程逆推,即可得到充分性证明。□

4　极点 / 协方差指标下的满意滤波

器设计

　　指标1) 和2) 是否相容以及相容解如何求取是

周期系统满意滤波必须解决的问题。如果能找到一

个定常滤波增益 K , 使得增广系统( 7) 同时满足约

束 1) 和 2) , 则约束 1) 和 2) 相对系统( 3) 的定常状

态估计是相容的。

　　 引理 4
[ 5]　 若 记 RU = diag( R 1U , R2U ) 是

LM I( 15) 和( 16) 约束下 Max{ trR } 的相应极大阵,

令 QL = R
- 1
U ,则满足

diag �2 > diag( Q L ) ( 24)

的误差方差上界指标 �2与极点指标 !( 0, r) 相容。
　　由引理 4及定理 1知,满足约束1) 和 2) 的满意

滤波增益可由下述定理给出。

　　定理 2　系统( 7) 给定极点指标 2) , 若误差方

差上界指标满足式( 24) , 则线性不等式组( 15) 和

( 16) 及
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- Q t I

I - R
< 0 ( 25)

必有可行解, 若( R, J ) 是其任一可行解, 则 K =

R
- 1
2 J 是期望的满意滤波增益。其中 Qt 满足 Qt =

diag ( Q1t, Q2t) , diag( Q 2t) = diag �2 ,且 Qt > Q L。

　　 证明　 因为不等式组( 15) 和( 16) 有解, 所以

有 R≤R U ,而由式( 25) 知R > Q
- 1
t , 且Q

- 1
t < Q

- 1
L =

RU ,故总能找到一个非常接近R U的 R使其满足 Q
- 1
t

< R < R U。由定理 1可知可行解( R, J ) 满足极点指

标。再根据引理4知滤波增益K = R
- 1
2 J 为满足约束

1) 和 2) 的满意滤波增益。□

　　注1　利用Matlab软件中LM I工具箱对上述

线性不等式组( 15) , ( 16) 和( 25) 求可行解( R , J ) ,

或对上述线性不等式组求 M in{ t rR } 的解( R, J )。

5　数值算例

　　考虑如下形式的周期系统

x ( k + 1) =

0. 5 0

3 + 0. 5sin( kT s) 0. 2cos( kT s ) + 0. 4
x ( k) + w ( k )

( 26)

y ( k ) =

1 - 4. 5cos( kT s) - 1. 8sin( kT s)

0 0. 1
x ( k ) + v ( k ) ( 27)

其中, T s = ∃/ 4 ms为采样间隔, �= 1,噪声w ( k) 和

v ( k ) 的强度为W = diag ( 0. 01, 0. 01) , V = diag ( 1,

1) ,在满足指标: 1) 极点  ( A f ) � !( 0, 0. 9) ; 2) 滤
波误差方差上界 diag �2 = diag( 32, 112) 下, 试对

x ( k ) 进行滤波处理。

　　采用式( 3) 有

H 1 =
0 0

0. 1 0
,　H 2 =

- 0. 9 0

0 0

A 0 =
0. 5 0

3 0. 4
,　E =

5 2

0 0

C
0
= diag ( 1, 0. 1) , 　F = %∈ [ - 1, 1]

选定 ∀1 = 2 000, ∀2 = 2 000,在约束 LM I组( 15) 和

( 16) 下,由Max { t rR }求得R
- 1
U = QL。易知diag �2 >

diag ( QL ) ,故满意估计增益K 存在。再根据定理 2取

　　　　Q1t =
16 - 53. 229

- 53. 229 625

　　　　Q2t =
9 8. 197

8. 197 121

由 Min{ t rR } 满足LM I组( 15) , ( 16) , ( 25) 及关系K

= R
- 1
2 J 可得

K =
- 0. 000 0. 196

- 0. 111 2. 697
, 　X e =

0. 054 0. 594

0. 594 8. 438

误差系统( 6) 的极点

&( A f
2
) = 0. 315 2± i0. 164 2

而系统( 3) 的极点 &( A f
1
) 保持不变。

6　结　　论

　　本文研究了一类离散线性周期系统鲁棒估计问

题。利用周期系统参数在区间上变化的特性, 将上述

问题转化为区间系统满足区域极点/方差等多指标

鲁棒滤波问题, 并通过 LM I 方法进行优化设计鲁棒

滤波器, 同时, 给定的指标都是区域指标,更贴近实

际工程。此外,由于线性周期系统在各个周期内特性

基本相同, 将任一周期内的鲁棒状态估计扩展到整

个周期系统也是可行的。算例表明,估计误差方差与

对应极点都满足期望指标 1)和 2)。当然,对线性周

期系统多指标的满意控制以及寻找更直接描述周期

系统的方法等问题还有待于进一步研究。
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