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基于频域的广义预测控制器(GPC)的稳定性分析

毛宗星, 陈增强, 孙青林, 袁著祉
(南开大学 自动化系,天津 300071)

摘　要: 首先推导了广义预测控制器( GPC)的闭环反馈结构, 然后采用频域响应法分析了 GPC 控制下

闭环系统的频率特性。根据对闭环系统频率特性的分析设计 GPC 的参数, 使得系统具有满意的稳定性

和过渡特性。

关键词: 预测控制; 稳定性;频域响应; 奈奎斯特判据;伯德图

中图分类号: TP 273　　　　文献标识码: A

Stability analysis of generalized predictive control

based upon frequency domain

MAO Zong-x ing , CH EN Zeng-qiang , SUN Qing-lin, Yuan Zhu-z hi

( Departm ent o f Automat ion, Nankai U niver sity , T ianjin 300071, China)

Abstract: The clo sed-lo op feedback structure o f g eneralized predictive contro l ( GPC) is propo sed.

F r equency response method is used to analyze the fr equency char act erist ics o f the closed-lo op system

under the contr ol of GPC. In acco rdance with the analy sis to t he closed-loop sy st em frequency

char acterist ics, the tuning par ameter s of GPC are designed to make the sy stem have sa tisfactor y

stability and transit ion character istics.
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1　引　　言

　　广义预测控制( GPC)
[ 1]
自形成以来,由于其具

有良好的动态性能和很强的适应能力, 因而获得了

控制界的高度重视。然而预测控制的实际应用已经

领先于其理论分析。由于GPC中引进了多步预测,并

在有限时域内进行优化,因而其算法具有一定的特

殊性。控制器的主要设计参数N , N u, �及�都蕴含在
闭环传递函数中, 并且对闭环系统的影响呈严重的

非线性性, 因此对稳定性进行定量化分析具有相当

的难度。目前已有的关于 GPC 稳定性分析的结果,

大都是针对一些比较特殊情况进行的[ 2～4]。一般是

将 N 趋于无穷, 使GPC 趋于通常的 LQG来获得稳

定性。对于 N 为有限时的结论,大都是在加权因子 �
= 0的条件下获得的,适当选取N u和预测的上下时

域,可以达到 dead-beat 控制或 mean-level控制。

　　针对目前 GPC 的稳定性分析与设计尚缺乏有

效的实用性方法的情况, 我们给出GPC稳定性分析
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与设计中的频域方法。由于频域理论的稳定性分析

与设计具有丰富的内容,且闭环系统的频域特性能

更深刻地反映系统的本质性能, 本文在离散域内设

计控制器,给出闭环的反馈结构形式,再通过频域上

的分析方法(如奈奎斯特图、伯德图、根轨迹图等)

进行稳定性分析, 并观察N , N u, �及�等控制器参数
变化时对闭环性能的影响, 用以指导控制器的设计。

2　广义预测控制器(GPC)

　　首先对 GPC [ 1] 进行简要描述。假设 GPC基于

下面的离散时间动态系统

y ( k) = G( z
- 1
) u( k)

G( z
- 1
) = z

- 1
B ( z

- 1
) / A ( z

- 1
)

( 1)

GPC 的目标函数为

J = ∑
N

j= 1

[ y�( k + j �k ) - w ( k + j ) ] 2 +

�∑
N

u

j = 1

[  u( k + j - 1) ] 2 ( 2)

其中, { y�( k + j �k) } 表示对 y ( k ) 的向前多步预测序

列, N 为预测时域, N u为控制时域, �(�> 0) 为控制

加权因子, {w ( k + j ) } 为要跟踪的设定值柔化序

列,由如下方程所产生

W = [ w ( k + 1) ,⋯, w ( k + N ) ] T =

F�y ( k) + F
-

�y r ( k ) ( 3)

其中 �( 0≤ �< 1) 为柔化因子,而

F �= [ �, �2,⋯, �N
]
T

F
-

�= [ 1 - �, 1 - �2 ,⋯, 1 - a
N ] T

　　 为了得到输出的向前第 j 步预测值 y
�( k +

j �k) ,需求解如下两组丢番图方程
1 = E j ( z

- 1
) A ( z

- 1
)  + z

- j
F j ( z

- 1
)

　　　　　j = 1, 2,⋯, N ( 4)

E j ( z
- 1
) B( z

- 1
) = G j ( z

- 1
) + z

- j
H j ( z

- 1
)

　　　　　j = 1, 2,⋯, N ( 5)

定义

G =

g0 0 ⋯ 0

 � �  
 � � 0

 � � g0

gN - 1 ⋯ ⋯ gN - N
u N ×N u

F = F
- ( z - 1) y ( k ) + H

- ( z - 1)  u( k - 1) ( 6)

其中g i 是 GN ( q
- 1
) 中关于 q

- i
项的系数, 而

F
-( z

- 1
) = [ F1 ( z

- 1
) ,⋯, FN ( z

- 1
) ]

T

H
- ( z - 1) = [ H 1 ( z - 1 ) ,⋯, H N ( z - 1 ) ] T

优化目标函数( 2) 得到的控制律为

 u( k) = h
T (W - F) ( 7)

其中

h
T = [ 1, 0,⋯, 0] [ G T

G + �I ] - 1GT =

[ h1,⋯, hN ]

3　GPC的闭环反馈系统

　　将式( 3) 和式( 6) 代入( 7) , 得

 u( k ) = h
T
[ F-�y r ( k) - ( F- ( z

- 1
) - F�) y ( k) -

z
- 1
H
- ( z - 1)  u( k) ] ( 8)

由式( 8) 得

T ( z - 1)  u( k) = Ry r ( k) - S ( z - 1 ) y ( k) ( 9)

其中

T ( z - 1) = 1 + z
- 1

h
T
H
- ( z - 1) =

1 + z
- 1

∑
N

j = 1
h jH j ( z - 1 ) ( 10)

R = h
T
F
-

�= ∑
N

j = 1
hj ( 1 - a

j
) ( 11)

S( z - 1) = h
T ( F- ( z - 1) - F �) =

∑
N

j= 1

h jF j ( z - 1 ) - ∑
N

j= 1

h j�j ( 12)

　　定理1　GPC控制下闭环系统稳定的充要条件

是 A ( z - 1) T ( z - 1 )  + z
- 1
B ( z - 1 ) S( z - 1) 是Hurw itz

多项式。

　　证明　将方程( 1) 两边同乘以T ( z - 1)  ,再将
( 9) 代入( 1) 得

　y ( k) =

　
z
- 1
B ( z - 1 ) R

A ( z
- 1
) T ( z

- 1
)  + z

- 1
B ( z

- 1
) S( z

- 1
)
yr ( k ) ( 13)

　　由此式可得 GPC控制下的闭环系统稳定的充

要条件是其分母为 Hurw itz多项式。□

　　进一步,由式( 13) 可得图1所示的GPC控制下

的闭环反馈系统为

y ( k) =
G ( z - 1)

1 + G ( z - 1) H ( z - 1)
D ( z - 1 ) y r ( k) ( 14)

H ( z - 1 ) =
S( z - 1)
T ( z - 1 )  ,　D ( z - 1) =

R
T ( z - 1)  ( 15)

图 1　GPC控制下的闭环反馈系统

　　 由图可见, 前馈通道的传递函数为 D ( z
- 1
) =
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R/ T ( z
- 1
)  , 反馈通道的传递函数为 H ( z

- 1
) =

S ( z - 1) / T ( z - 1)  , 因此改变参数 N , N u , �及 �对系
统的前馈通道和反馈通道均有影响。另外, 由于定量

分析这些参数对系统性能的影响具有一定难度, 所

以采用频域响应法来分析。

4　基于频率响应法的 GPC稳定性分

析与设计

　　频率响应法是应用频率特性研究控制系统的

一种经典方法,它有以下特点:

　　1) 应用奈奎斯特判据和幅频 -相频响应判据

等,可以根据系统的开环频率特性研究闭环系统的

稳定性,而不必解出特征方程根;

　　2) 频率特性与过渡过程性能指标之间有一定

的对应关系, 可以通过研究频率特性,把系统参数的

变化与过渡过程性能指标联系起来;

　　3) 当系统在某些频率范围内存在严重的噪声

时,应用频率响应法,可以设计出能够满意抑制这些

噪声的系统。

　　本节采用频率响应法来研究反馈通道的稳定

性。由图 1可得反馈通道的特征方程为

1 + G( z - 1 ) H ( z - 1 ) = 0 ( 16)

所以只需考虑

G( z - 1 ) H ( z - 1 ) =
z
- 1
B ( z - 1 ) S( z - 1)

A ( z - 1 ) T ( z - 1)  =

! ( z ) / ∀ ( z ) = G
* ( z ) ( 17)

的频率响应。基于离散域内奈奎斯特判据和对数频

率稳定判据(伯德图) , 可得 GPC 下闭环系统稳定的

两个定理。

　　定理 2　 设 A ( z
- 1
) T ( z

- 1
)  在单位圆外根的

个数为P
~ , G

*
( z ) 的奈奎斯特曲线反时针围绕( - 1,

j0) 的圈数为R
~ ,则反馈控制系统稳定的充要条件是

P
~ = R

~。

　　证明　设闭环特征方程 1+ G ( z - 1) H ( z - 1) 在

单位圆外的特征根的个数为 Z
~, 则由奈奎斯特判据

知 Z
~ = P

~ - R
~ ,由P

~ = R
~ 知Z

~ = 0,所以闭环方程没

有在单位圆外的特征根;另外由于奈奎斯特曲线的

圈数是定值, 所以特征方程没有在单位圆上的根(临

界稳定根) ,因此闭环系统稳定。□

　　注 1　如果A ( z
- 1
) T ( z

- 1
)  在单位圆上有根,

则这些根的个数不必记入在 P
~ 的数目中。但此时奈

奎斯特曲线不封闭。例如 A ( z - 1) T ( z - 1 )  中可能包
含 v 个积分环节 1/  ,则绘制奈奎斯特曲线后, 应从

与频率0+ 对应的点开始,反时针方向补画 v 个半径

为无穷大的圆。这样 G( z - 1 ) H ( z - 1 ) 的轨迹也就变

成了有固定圈数的封闭曲线。

　　推论 1　设系统开环稳定( A ( z
- 1
) 的根都在单

位圆内) ,并且控制器的设计使得 T ( z - 1) 不含单位

圆 外 的 根, 则 闭 环 稳 定 的 充 要 条 件 是

G ( z - 1) H ( z - 1) 的轨迹不围绕( - 1, j0) 点。

　　定理 3　设 A ( z
- 1
) T ( z

- 1
)  在单位圆外的根

的个数为 P
~
, 并且在 G

*
( z ) 的对数幅频曲线大于 0

dB的频率范围内,如果对数相频曲线穿越- 180°线

的次数为 N
~ , 则闭环系统稳定的充要条件是 P

~ =

2N~。

　　证明略。

　　注 2　当 G
* ( z ) 包含 v 个积分环节 1/  时, 在

相频曲线 # 为 0
+
的地方, 应补画一条从相角

∠G
*
( j0) + v !90°到∠G

*
( j0) 的虚线。计算正穿越

次数时, 应将补上的虚线看成对数相频曲线的一部

分。

　　应用定理 2和定理 3, 便可采用奈奎斯特图和

伯德图对 GPC 进行稳定性分析,并指导参数设计。

5　仿真研究

　　本节对如下系统

G( s) = 1
s( s

2
- s + 1)

, 　T = 1 s

离散化模型

G( z - 1 ) =

0. 657 0z - 1 + 0. 925 0z - 2

1 - 3. 136 3z - 1 + 4. 854 6z - 2 - 2. 718 3z - 3
z
- 1

设计 GPC 控制器,并在频域上进行稳定性分析。

　　选择参数: N = 10, N u = 4, �= 0. 75, �= 0. 1,

得

　　R = 0. 085 0

　　T ( z - 1) = 1 + 2. 721 2z - 1 + 2. 295 4z - 2

图 2　 闭环系统的奈奎斯特响应曲线
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　　S( z
- 1
) = 2. 750 5 - 11. 543 7z

- 1
+

　　 　　　　15. 550 6z - 2 - 6. 782 3z - 3

绘制G
* ( z ) 的奈奎斯特曲线如图 2所示。

　　从图中可见R
~ = 4,由A ( z - 1 ) 和T ( z - 1 ) 可知P

~

= 4, 于是 P
~
= R
~
,由定理 2可知闭环系统稳定。

6　结　　语

　　为了克服GPC稳定性定量分析的难点和参数

设计的盲目性, 本文推导了 GPC 的闭环反馈系统,

采用频率特性方法来表示控制系统的性质, 指导

GPC 的参数设计。所获得的设计方法具有重要的工

程实际意义, 为 GPC的推广与应用开辟了一条有效

的途径。
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