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摘　要: 针对连续模态驻留的时延是确定性的分段线性混杂系统最优控制问题,首先给出该类混杂系

统模型,采用一种新方法,即混合动态规划方法来研究混杂系统的最优控制。然后利用 L yapunov方法

证明采用这种控制策略时混杂系统的稳定性。最后通过一个数值例子来说明所提出方法的有效性。
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Abstract: T he model of hybrid system s restricted to tim e2determ in ist ic discrete transit ions is p resen ted.

T he quadratic op tim al con tro l p rob lem fo r the hybrid system s is invest igated based on m ixed dynam ical
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1　引　　言

　　近年来,混杂系统已成为人们研究的热点之一,

对混杂系统的控制设计研究也取得了一些成果。

T it tu s等[1 ]提出了一类线性混杂系统, 即积分系统

的基于迭代计算扩展跃变集, 类似于模型检验方

法[2 ]的一种控制综合方法。B ran icky 等[3 ]将混杂系

统特定的控制综合问题描述成一个含有连续变量和

离散事件变量的最优控制问题,但是对于这样的混

杂系统最优控制的一般性问题则很难求解。Stiver

等[4 ]提出了基于自然不变集的混杂控制系统综合方

法,然而这样的方法需要对状态空间进行量化和界

定处理才能利用较为成熟的离散事件系统方法来解

决混杂系统的最优控制问题。

　　对混杂系统最优控制问题的研究具有很大困

难,虽然已取得了一些成果[3～ 5 ],但这些成果仍然是

比较初步的。本文主要研究一类连续模式驻留时延

确定的分段线性混杂系统的最优控制问题,提出一

种混合动态规划方法,即采用离散动态规划和连续

二次最优调节相结合的方法。这种方法能得到混杂
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系统的全局最优解。

2　混杂系统模型与问题描述

　　本文主要研究驻留在离散状态的时延确定的

混杂系统最优控制设计问题。不同的离散变迁可以

有不同的时延。

　　定义 1　如果特定的变迁由切换律描述,则混

杂系统H 可描述为如下分段线性形式

xα( t) = A qx ( t) + B qu ( t) (1)

q ( t) = ∆(x ( t) , q ( t- ) , t) (2)

其中 ∆: Rn×Q ×R→Q 确定在 t时刻处于激活状

态的连续子系统。而本文则研究既确定连续输入又

同时确定切换逻辑的最优控制实现问题。下面给出

变迁路径的定义。

　　定义 2　对于分段线性混杂系统,变迁路径定

义为

r = ( ( t0, e0) , ( t1, e1) ,⋯, ( tK , eK ) ) (3)

其中, t0≤ t1≤⋯≤ tK ≤ tf , 0≤ K < ∞,且 e0 = q

∈Q , eK = (qk- 1, qk ) ∈E , k = 1, 2,⋯, K。如果K =

0, r = ( t0, e0)。

　　如上定义, 混杂系统的变迁序列表明, 当 tk <

tk+ 1时,第qk子系统在时间间隔[ tk , tk+ 1) 上处于激活

状态,则变迁路径由变迁序列 ek组成。为了避免混杂

系统出现季诺现象,令 tk+ 1 - tk > 0。显然变迁路径

依赖于连续控制输入和离散控制输入。因此混杂系

统的最优控制问题描述如下:

　　问题 1　对于分段线性混杂系统H ,求变迁路

径 r,分段连续输入 u ( t) ∈U < Rm ,使得代价函数

J = Ω(x ( tf ) ) +∫
tf

t0

L (x ( t) , u ( t) , q ( t) ) d t

最小,其中 t0, x ( t0) 给定, Ω: Rn→R,L : Rn×Rm ×

Q →R。

3　混杂系统线性二次最优控制

　　利用离散动态规划思想,可以将混杂系统的二

次最优控制问题转变为如下多阶段决策问题。

　　问题 2　对于分段线性混杂系统H ,考虑下列

性能指标

J = m in
1
2 {∑

N - 1

i= 0∫
ti+ 1

ti

(x T ( t)Q x ( t) +

uT ( t)R u ( t) ) d t +∫
∞

N
(x T ( t)Q x ( t) +

uT ( t)R u ( t) ) d t} (4)

其中 x ( t0) = x 0 为初始连续状态,每一个子系统的

动态方程为

xα( t) = A q ( i) x ( t) + B q ( i) u ( t) (5)

且离散事件发生在时间 t0 < t1 < ⋯ < tN。x ( t) ∈X

< Rn为连续状态,而 i∈Q < {1, 2,⋯}则为离散状

态。最优控制的目标是寻找可行序列 uq ( i) ( t) ∈U <

Rn ,使得性能指标最小化。

　　 在问题 2 中, i 表示多阶段决策的时段变量,

q ( i) 表示第 i个时段所处的离散状态, uq ( i) ( t) 则是

第 i个时段连续变量控制序列。根据式 (4) , 最后一

项可看作无限时间最优控制问题, 其他各项则为有

限时间二次最优控制问题。因此可以采用一种结合

离散动态规划和连续动态规划的混合动态规划方

法,以解决分段线性混杂系统最优控制问题。其主要

思想是对于逻辑变迁过程, 采用离散动态规划的思

想,对于连续动态子系统则利用有限或无限二次最

优控制策略, 每一步在确定连续最优控制的同时确

定最优变迁路径。为了给出这样的递归最优控制策

略,首先给出离散变迁的前件算子的定义:

　　定义 3　对于从 q′到 q的变迁, q, q′∈Q ,则关

于 q′到 q 变迁的离散前件算子 P re (q) 定义为

P re (q) = {q′ûq = ∆(x , q′) }。

　　根据混合动态规划的递归最优控制策略思想,

并利用离散变迁的前件算子, 对于问题 2 可得到如

下定理:

　　定理1　对于问题2,离散事件发生在时刻 t0 <

t1 < ⋯ < tN ,则分段线性混杂系统H 的最优路径和

最优控制策略为

u3
q3 ( i) ( t) = - R - 1B T

q ( i) P q3 ( i) ( t) x 3 ( t)

　　　　i = 0, 1,⋯,N - 1 (6)

u3
q (N ) ( t) = - R - 1B T

q (N ) P q (N ) x 3 ( t) (7)

q3 ( i) = arg{ m in
q ( i)∈P re (q ( i+ 1) )

J ′q ( i) } (8)

J ′q ( i) = m in
u

1
2 {x T ( ti+ 1) P q ( i+ 1) x ( ti+ 1) +

　　　∫
ti+ 1

ti

(x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ) d t} (9)

其中 x 3 ( t) 是最优轨迹,对应的 P q ( i) ( t) 为如下满足

边界条件的R iccat i矩阵微分方程的解

Pα
q ( i) ( t) =

- P q ( i) ( t)A q ( i) - A T
q ( i) P q ( i) ( t) +

P q ( i) ( t)B q ( i)R
- 1B T

q ( i) P q ( i) ( t) - Q

P q ( i) (T q ( i) ) = P q ( i+ 1) (0)

(10)

其中, i = 0, 1,⋯,N - 1; T i = ti+ 1 - ti; P q ( i) (T ) 是
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从第 q ( i) 子系统向第 q ( i + 1) 子系统变迁时

P q ( i) ( t) 的值。P q ( i) (0) 为 P q ( i) ( t) 在相应子系统的初

始值,而 P q (N ) 则是下列R iccat i方程的解

- P q (N )A q (N ) - A T
q (N ) P q (N ) +

P q (N )B q (N )R - 1B T
q (N ) P q (N ) - Q = 0 (11)

　　证明　对于逻辑切换过程,同样利用离散动态

规划思想, 从方程 (5) 最后一项向后递归计算得到

解。首先,计算最后一项最优控制律 u3
N ( t)。相应地,

最后一项最优性能指标为

J 3
q (N ) = m in

1
2∫
∞

N
(x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ) d t

对应连续动态子系统为

xα( t) = A q (N ) x ( t) + B q (N ) u ( t)

　　根据线性时不变系统的无限时间二次最优控

制定理,可以得到

u3
q (N ) ( t) = - R - 1B T

q (N ) P q (N ) x 3 ( t)

其中 P q (N ) 满足R icca t i方程

- P q (N )A q (N ) - A T
q (N ) P q (N ) +

P q (N )B q (N )R - 1B T
q (N ) P q (N ) - Q = 0

同时,可得最优性能指标为

J 3
q (N ) = x T ( tN ) P q (N ) x ( tN )

因此第N - 1时段的最优性能指标则为

J 3
q (N - 1) = m in

q (N - 1)∈P re (q (N ) )
J ′q (N - 1)

其中

J ′q (N - 1) =

m in
u

1
2 {x T ( tN ) P q (N ) x ( tN ) +

∫
tN

tN - 1

(x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ) d t}
　　首先考虑 J ′q (N - 1) 和相应的动态子系统为

xα( t) = A q (N - 1) x ( t) + B q (N - 1) u ( t)

显然根据有限时间二次最优控制定理有

u 3
q (N - 1) ( t) = - R - 1B T

q (N - 1) P q (N - 1) ( t) x 3 ( t)

其中 P q (N - 1) 满足R iccat i方程

Pα
q (N - 1) ( t) =

- P q (N - 1) ( t)A q (N - 1) - A T
q (N - 1) P q (N - 1) ( t) +

P q (N - 1) ( t)B q (N - 1)R - 1B T
q (N - 1) P q (N - 1) ( t) - Q

P q (N - 1) (T N - 1) = P q (N )

同时可得到相应的性能指标

J ′q (N - 1) = x T ( tN - 1) P q (N - 1) ( tN - 1) x ( tN - 1)

然后根据

q3 (N - 1) = arg{ m in
q (N - 1)∈P re (q (N ) )

J ′q (N - 1) }
确定 q3 (N - 1) ,从而进一步确定了N - 1步的最

优变迁 e3
N - 1 = (q3 (N - 1) , q3 (N ) ) ,最优控制序列

u3
q3 (N - 1) 和最优性能指标J 3

q3 (N - 1) ;依次类推,直到初

始时段,即可证明定理 1成立。□

　　 根据定理 1,可得到如下混合动态规划的递归

算法:

　　Step 1: 给定初始状态 (q0, x 0) ,并计算最后一项

的最优性能指标 J 3
q (N ) 和最优控制序列 u3

q (N ) ( t) , 然

后令 i = N - 1;

　　Step 2: 根据式 (9) , 计算所有离散状态下的最

优性能指标 J ′q ( i) 和最优控制序列 u3
q ( i) ( t) ,其中 q ( i)

∈ P re (q ( i + 1) ) ;

　　Step 3: 计算 q3 ( i) = arg{ m in
q ( i)∈P re (q ( i+ 1) )

J ′q ( i) }, 从

而确定最优控制序列 u3
q3 ( i) ( t) 和最优变迁 e3

i =

(q3 ( i) , q3 ( i + 1) ) ;

　　Step 4: 令 i = i - 1,重复计算 Step 2和 Step 3,

直至 i = 0。

4　闭环混杂系统稳定性分析

　　近年来, 关于混杂系统的L yapunov 稳定性充

分条件已取得很多结果。Ye等[6 ]提出了不变集的概

念,定义了几类不变集的类L yapunov 稳定性概念,

并给出了混杂系统的L yapunov 稳定性充分条件。

B ran icky [7 ]和Pettersson [8 ]提出了多L yapunov函数

方法。任何控制系统的设计都是在保证稳定性的前

提下进行的。因此为了分析采用本文方法设计的闭

环混杂系统的稳定性问题 ,首先介绍如下引理:

　　引理 1 [8 ]　如果存在标量函数V q: I (q) →R ,每

一个V q (x ) 关于 x , Π x ∈ I (q) , q∈X D , 连续可微,

K 类函数 Α: R + →R + 和 Β: R + →R + ,使得

Α(‖x‖) ≤V q (x ) ≤ Β(‖x‖)

Π x ∈ I (q) ,　q∈X D

Vα
q (x ) ≤ 0,　Π x ∈ I (q) ,　q ∈X D

V r (x ) ≤V q (x ) ,　Π x ∈ I (q) ∩ I (r)

成立,那么混杂系统在L yapunov意义下是稳定的。

　　利用混合动态规划递归策略得到的闭环混杂

系统的稳定性结果为如下定理:

　　定理 2　采用混合动态规划方法得到的闭环混

杂系统在L yapunov意义下是稳定的。

　　证明　选取L yapunov函数

V q ( i) (x ( t) ) = x T ( t) P q ( i) ( t) x ( t)

i = 0, 1,⋯,N - 1

那么

第 6 期 翟海峰等:一类分段线性混杂系统的最优控制策略研究 865



d
d t

V q ( i) (x ( t) ) =

xαT ( t) P q ( i) ( t) x ( t) + x T ( t) Pα
q ( i) ( t) x ( t) +

x T ( t) P q ( i) ( t) xα( t) =

x T ( t) (Pα
q ( i) ( t) + A T

q ( i) P q ( i) ( t) +

P q ( i) ( t)A q ( i) -

2P q ( i) ( t)B q ( i)R
- 1B T

q ( i) P q ( i) ( t) ) x ( t) =

- x T ( t) (Q + P q ( i) ( t)B q ( i) ×

R - 1B T
q ( i) P q ( i) ( t) ) x ( t) ≤ 0

当 i = N ,选取

V q (N ) (x ( t) ) = X T ( t) P q (N ) x ( t)

那么

d
d t

V q (N ) (x ( t) ) =

xαT ( t) P q (N ) x ( t) + x T ( t) P q (N ) xα( t) =

x T ( t) (A T
q (N ) P q (N ) + P q (N )A q (N ) -

2P q (N )B q (N )R - 1B T
q (N ) P q (N ) ) x ( t) =

- x T ( t) (Q + P q (N )B q (N ) ×

R - 1B T
q (N ) P q (N ) ) x ( t) ≤ 0

当进行变迁作用时,并且Π x ∈ I ( i) ∩ I ( i + 1) ,则

有

V q ( i+ 1) (x ( t) ) - V q ( i) (x ( t) ) =

x T ( ti+ 1) P q ( i+ 1) (0) x ( t) -

x T ( ti+ 1) P q ( i) (T i) x ( ti+ 1) =

x T ( ti+ 1) (P q ( i+ 1) (0) -

P q ( i) (T i) ) x ( ti+ 1) ≤ 0

因此闭环混杂系统是L yap unov意义下稳定的。□

5　算　　例

　　为简单起见,仅考虑由两个一阶受控系统组成

的分段线性混杂系统的数值例子,即

xα( t) = aqx ( t) + bquq ( t) ,　q = 1, 2,

其中, a1 = - 1, a2 = - 2, b1 = b2 = 1。性能指标为

J = m in
1
2∫
∞

t0

(x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ) d t

　　最优控制序列可通过求解R icca ti方程来构造,

且Q = 1, R = 0. 1。假定混杂系统从离散状态1变迁

到离散状态 2,然后再从离散状态 2变迁到离散状态

1并停留在离散状态 1,从而混杂系统动态过程在离

散状态 1下达到稳定状态。两个子系统之间的变迁

发生在时刻

tk = (k + 1) T ,　k = 0, 1, 2

T = 0. 1,　x (0) = 1

则性能指标可描述为

J =
1
2 {∑

1

i= 0∫
ti+ 1

ti

(x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ) d t +

∫
∞

t2

(x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ) d t}
　　 利用M A TLAB 软件,首先计算最后一项最优

控制律,则可得R iccat i方程的解为P 2 = 0. 231 7,最

优控制 u 3
2 = - 2. 317x ( t)。然后考虑第 2 项, 解

R icca ti方程得

P 1 ( t) =

-
1
5

-
14

10
tanh ( 14 t -

14
10

-

1
2

log (11) -
1
2

log (13) -
1
2

log (32 423) +

1
2

log (- 32 636 489 + 8 634 000 14) )
并将其代入 u3

1 = - 10× P 1 ( t) x ( t) ,则可得到最优

控制,且 P 1 (0) = 0. 200 3。

　　类似地,可求得第 1项的最优控制

P 0 ( t) = -
1

10
-

11
10

tanh ( 11 t -
11

10
+

1
2

log (1 819 819
180 181

-
546 000
180 181

11) )
将 P 0 ( t) 代入u 3

0 = - 10×P 0 ( t) x ( t) ,可得到第1项

最优控制律,从而可得到混杂系统的控制序列。

6　结　　语

　　本文讨论了分段线性混杂系统的二次最优控制

问题。首先介绍了一类变迁时间确定的分段线性混

杂系统模型,基于一种混合动态规划方法,研究了分

段线性混杂系统的二次最优控制问题,并给出了求

解策略。然后讨论了采用本文方法所得到的闭环混

杂系统的稳定性问题。最后给出一个例子说明了本

文方法的有效性。
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