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基于 PD 控制的机器人轨迹跟踪性能研究与比较
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摘　要: 定义同一个L yapunov函数,分析了基于 PD 的 3种常用机器人轨迹跟踪算法的稳定性和鲁棒

性,得到了新的结论。PD 加前馈控制按指数收敛到 0, PD 及修改的 PD 加前馈控制收敛到一封闭球,增

大反馈系数可使球半径任意小。基于 PD 的轨迹跟踪算法对模型误差及有界不确定性干扰具有鲁棒性。

实验研究验证了分析结果,并对 3种轨迹跟踪算法的控制性能进行比较。
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Com parative research of tra jectory track ing performance
of robotic man ipula tor based on PD con trol schem e
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Abstract: Fo r the tra jecto ry track ing of robo tic m anipu lato r, the stab ility and robustness of th ree k inds

of con tro l schem es based on PD contro l are analyzed. T he track ing erro rs of PD contro l w ith

feedfo rw ard compensation exponen tia lly converge to zero and the track ing erro rs of PD contro l and

modified PD w ith feedfo rw ard compensation exponen tia lly converge to a clo sed ball. T he ball radius can

be set arb itrarily sm all by increasing feedback gains. T hese con tro l schem es have robustness to model

erro rs and bounded uncerta in distu rbances. T he experim ents of 2 DO F direct driven robo tic m anipu lato r

demonstra te the con tro l perfo rm ance.
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1　引　　言
　　在机器人控制算法中, PD 和 P ID 是最简单的

控制算法,目前绝大多数工业机器人都采用这类控

制算法[1 ]。实践证明,即使象机器人这类强耦合强非

线性系统,基于 PD 的控制算法也是有效的。但对机

器人这类复杂的非线性系统, PD 控制算法的控制

性能究竟如何,理论上并没有完整的分析。T akegak i

等[2 ]对机器人 PT P 控制提出了 PD 加重力补偿的

控制算法, 并利用L yapunov 第二法证明了该算法

全局一致渐近稳定。他们的证明引用了L aSalle 不

变集原理,这一结论不能应用于机器人轨迹跟踪,因

为在轨迹跟踪中L aSalle 不变集原理的条件不成

立。应用于轨迹跟踪的 PD 加前馈补偿控制源于 PD

加重力补偿,这是 Koditschek [3 ]首先提出的,但并没

有针对机器人动力学特点进行完整的稳定性分析。

PD 加前馈补偿形式上与计算力矩方法相似,计算力

矩方法被证明是指数收敛的, 但PD加前馈控制的

指数收敛性却一直没有得到证明。
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　　本文针对机器人轨迹控制, 分析了 PD , PD 加

前馈补偿和修改的 PD 加前馈补偿 3种控制算法的

稳定性和鲁棒性,分析表明这 3 种控制算法都是全

局按指数收敛的; 通过采用同一种L yapunov 函数,

比较了 3种控制算法的轨迹跟踪性能; 实验研究证

实了本文的分析,并得到了关于控制受限的结论。

2　轨迹跟踪算法的稳定性
　　考虑具有 n 个旋转关节的刚性机器人,其动力

学模型为

M (Η) Η
¨

+ C (Η, Η
õ

) Η
õ

+ G (Η) = Σ (1)

其中: Η∈R n为关节角位移矢量,M (Η) ∈R n×n为惯

性矩阵, C (Η, Η
õ

) Η
õ
∈R n表示离心力和哥式力项, G (Η)

∈R n 为重力项, Σ∈R n 为控制力矩。

　　为了便于比较, 选用同一个L yapunov 函数来

分析 3种基于 PD 的轨迹跟踪算法的稳定性。

2. 1　PD 控制

　　定理 1　对式 (1) 所示系统,考虑如下控制律

Σ= - K p e - K ve
α (2)

其中

e = Η- Ηd ,　e∈R n

eα= Η
õ

- Η
õ

d ,　eα∈R n

K p = diag (k p 1, k p 2,⋯, k p n) T ,　k p i > 0

K v = diag (k v1, k v2,⋯, k vn) T ,　k v i > 0

如果期望跟踪的轨迹速度Η
õ

d 和加速度 Η
¨

d 有界,则可

保证 e和 eα指数收敛到半径为 ri ( i = 1, 2) 的封闭球,

增大 K p 和 K v 可使球半径任意小。

　　证明　由式 (1) 和 (2) ,系统的误差方程为

M (Η) eβ+ C (Η, Η
õ

) eα+ K p e + K ve
α= - d 1 (3)

其中

d 1 = M (Η) Η
¨

d + C (Η, Η
õ

) Η
õ

d + G (Η)

定义如下L yap unov函数

V (e, eα) =
1
2

eT K p e +
1
2

eαTM eα+ ΑeαTM f (e) (4)

其中

f (e) =
e

1 + ‖e‖ = Βe,　0 < Α< 1

文献[ 4 ] 已证明式 (4) 大于 0,因此

V
õ

(e, eα) =

- eαT K ve
α- Αf (e) T K p e - Αf (e) T K ve

α+

ΑeαTM f
õ

(e) + ΑeαTC (Η, Η
õ

) f (e) -

(eαT + Αf (e) T ) d 1

由于

ΑeαTM f
õ

(e) ≤ 2ΑΒΚm ax (M )‖eα‖2

Κm ax (õ) 和 Κm in (õ) 分别表示最大和最小特征值,并且

　　d 1 = M (Η) Η
¨

d + C (Η, Η
õ

) Η
õ

d + G (Η) ≤

　　 　　Χ1 + Χ2‖eα‖

　　Χ1 = sup (‖M (Η)‖‖Η
¨

d‖ +

　　　　‖C (Η, Η
õ

d )‖‖Η
õ

d‖ + ‖G (Η)‖)

　　Χ2 = sup (k c‖Η
õ

d‖)

　　eαTC (Η, Η
õ

) f (e) = eαTC (Η, Η
õ

d + eα) f (e) ≤

　　Βsup (k c1‖Η
õ

d‖)‖e‖‖eα‖ + k c2‖eα‖2 =

　　ΒΧ3‖e‖‖eα‖ + Χ4‖eα‖2

所以

V
õ

(e, eα) ≤
- (Κm in (K v ) - 2ΑΒΚm ax (M ) -

Χ2 - ΑΧ4)‖eα‖2 - ΑΒΧm in (K p )‖e‖2 +

ΑΒ(Κm ax (K v ) + Χ2 + Χ3)‖e‖‖eα‖ +

Χ1‖eα‖ + ΑΒΧ1‖e‖

定义

Χ5 = 2ΑΒΚm ax (M ) + Χ2 + ΑΧ4

Χ6 = Κm ax (K v ) + Χ2 + Χ3

总可选择足够大的 K v ,使

Κm in (K v ) - Χ5 > 0

V
õ

(e, eα) ≤

- (Κm in (K v ) - Χ5 -
1
2

ΑΒΧ6)‖eα‖2 -

ΑΒ(Κm in (K p ) -
1
2

Χ6)‖e‖2 +

Χ1‖eα‖ + ΑΒΧ1‖e‖

由于

Χ1‖eα‖ - (Κm in (K v ) - Χ5 -
1
2

ΑΒΧ6)‖eα‖2 ≤

Χ2
1

Κm in (K v ) - Χ5 - (1ö2) ΑΒΧ6
-

1
4 (Κm in (K v ) - Χ5 -

1
2

ΑΒΧ6)‖eα‖2

Χ1‖e‖ - (Κm in (K p ) -
1
2

Χ6)‖e‖2 ≤

Χ2
1

Κm in (K p ) - (1ö2) Χ6
-

1
4 (Κm in (K p ) -

1
2

Χ6)‖e‖2

所以

V
õ

(e, eα) ≤

-
1
4 (Κm in (K v ) - Χ5 -

1
2

ΑΒΧ6)‖eα‖2 -

1
4

ΑΒ(Κm in (K p ) -
1
2

Χ6)‖e‖2 +
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Χ2

1

Κm in (K v ) - Χ5 - (1ö2) ΑΒΧ6
+

　　　
ΑΒΧ2

1

Κm in (K p ) - (1ö2) Χ6
=

　　　 - Ν1‖eα‖2 - Ν2‖e‖2 + Ε
　　由于 Α可取很小的值,总可通过选择足够大的

K p 和K v ,以保证Ν1 > 0, Ν2 > 0。由文献[ 5 ], e和 eα按

指数收敛到半径为 ri ( i = 1, 2) 的封闭球,因此增大

K p 和 K v 可使球半径任意小。□

2. 2　PD 加前馈补偿控制

　　定理 2　对式 (1) 所示系统,考虑如下控制律

Σ= - K p e - K ve
α+ M (Η) Η

¨
d +

C (Η, Η
õ

) Η
õ

d + G (Η) (5)

如果期望轨迹速度Η
õ

d 和期望轨迹加速度 Η
¨

d 有界,则

可保证 e和 eα按指数收敛到 0。

　　证明　由式 (1) 和 (5) ,系统误差方程为

M (Η) eβ+ C (Η, Η
õ

) e + K p e + K ve
α= 0 (6)

定义与式 (4) 相同的L yapunov函数,并定义

Χ7 = 2ΑΒΚm ax (M ) + ΑΧ4

Χ8 = Κm ax (K v ) + Χ3

则有

V
õ

(e, eα) ≤

- (Κm in (K v ) - Χ7 -
1
2

ΑΒΧ8)‖eα‖2 -

ΑΒ(Κm in (K p ) -
1
2

Χ8)‖e‖2 =

- Ν3‖eα‖2 - Ν4‖e‖2

因此总可通过选择足够大的 K p 和 K v ,以保证 Ν3 >

0, Ν4 > 0。所以 e和 eα按指数收敛到 0。□

　　对于预先给定的跟踪轨迹, PD 加前馈控制有

如下定理的修改形式[6 ]。

　　定理 3　对式 (1) 所示系统,考虑如下控制律

Σ= - K p e - K ve
α+ M (Ηd ) Η

¨
d +

C (Ηd , Η
õ

d ) Η
õ

d + G (Ηd ) (7)

如果期望轨迹速度Η
õ

d 和期望轨迹加速度 Η
¨

d 有界,则

可保证 e和 eα收敛到半径为 ri ( i = 1, 2) 的封闭球,增

大 K p 和 K v 可使球半径任意小。

　　证明　系统的误差方程为

M (Η) eβ+ C (Η, Η
õ

) e + K p e + K ve
α= d 2 (8)

其中

d 2 ≤ Χ9 + Χ10‖eα‖

定义

Χ9 = sup (‖M (Ηd ) - M (Η)‖‖Η
¨

d‖ +

　 　k c3‖Η
õ

d‖2 + ‖G (Ηd ) - G (Η)‖)

Χ10 = sup (k c4‖Η
õ

d‖)

选取与式 (4) 相同的L yapunov 函数,类似于 PD 控

制的分析,可证定理 3的结论成立。□

　　显然,修改后的 PD 加前馈控制,其动力学补偿

项可以离线计算。

3　鲁 棒 性

　　对于 PD 控制,考虑有界不确定性干扰 Λ(Η, Η
õ

,

t) 存在情况下的轨迹跟踪性能。假定 Λ(Η, Η
õ

, t) 满足

如下约束

‖Λ(Η, Η
õ

, t)‖≤ Λ1 + Λ2‖Η
õ
‖ (9)

其中Λ1和Λ2为正常数。引入有界不确定性干扰Λ(Η,

Η
õ

, t) 后,机器人的动力学模型变为

M (Η) Η
¨

+ C (Η, Η
õ

) Η
õ

+ G (Η) + Λ(Η, Η
õ

, t) = Σ
(10)

由式 (2) 和 (10) ,系统的误差方程变为

　M (Η) eβ+ C (Η, Η
õ

) eα+ K p e + K ve
α= - d 3 (11)

由于

‖Λ(Η, Η
õ

, t)‖≤ Λ1 + Λ2‖Η
õ
‖≤

Λ1 + sup (Λ2‖Η
õ

d‖) + Λ2‖eα‖

所以类似于PD 控制稳定性的分析,定理 1的结论仍

然成立。这说明PD控制能克服有界不确定性干扰,

并可通过增大K p和K v使因干扰产生的轨迹误差任

意小。对于PD加前馈补偿控制,由于包含动力学补

偿项,本文考虑模型误差和有界不确定性干扰 Λ(Η,

Η
õ

, t) 存在下的轨迹跟踪性能, 则式 (5) 的控制律变

为

Σ= - K p e - K ve
α+ Mδ (Η) Η

¨
d +

Cδ(Η, Η
õ

) Η
õ

d + Gδ(Η) (12)

其中õ
^
表示估计值。由式 (10) 和 (12) ,误差方程为

　　M (Η) eβ+ C (Η, Η
õ

) eα+ K p e + K ve
α= d 4 (13)

d 4 ≤ Χ11 + Χ12‖eα‖

Χ11 = sup (‖M
δ (Η) - M (Η)‖‖Η

¨
d‖ +

　　 k c5‖Η
õ

d‖2 + ‖Gδ(Η) - G (Η)‖ +

　　 Λ1 + Λ2‖Η
õ

d‖)

Χ12 = sup (k c6‖Η
õ

d‖) + Λ2

　　类似于 PD 控制稳定性的分析, 在模型误差和

有界不确定性干扰 Λ(Η, Η
õ

, t) 存在下, 采用 PD 加前

馈控制, e和 eα按指数收敛到半径为 ri ( i = 1, 2) 的封
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闭球,并且通过增大 K p 和 K v 可使球半径任意小。

4　实验研究
　　本文的实验对象为一应用于异形玻璃切割的

两关节直接驱动机器人,该机器人的动力学模型为

D 11 D 12co s (Η1 - Η2)

D 21co s (Η1 - Η2) D 22

Η
¨

1

Η
¨

2

+

D 12Η
õ

2
2 sin (Η1 - Η2)

- D 12Η
õ

2
1 sin (Η1 - Η2)

= Σ

　　　 (a)　PD 控制

　　　 (b)　PD 加前馈

　　　 (c)　修改的 PD 加前馈

　　　图 1　不带负载时的关节轨迹误差

　D 11 = 2. 462 kgõm 2,　D 22 = 0. 362 kgõm 2

　D 12 = D 21 = 0. 147 kgõm 2

　　让机器人以 1 m ös的速度跟踪长度为 900 mm

的直线,分别进行不带载跟踪和带载跟踪。控制参数

为: k p 1 = 3 000, k p 2 = 2 000, k v1 = 230, k v2 = 210。

　　不带负载时的关节轨迹误差如图 1所示,机器

人末端带 1 kg 负载时的关节轨迹误差如图 2所示。

　　图 1和图 2显示,基于 PD 的 3种轨迹跟踪算法

都有较好的控制性能。在不带负载的情况下, PD加

前馈控制的性能最好, PD控制相对较差,这说明动

(a)　PD 控制　　　

(b)　PD 加前馈　　　

(c)　修改的 PD 加前馈　　　

图 2　带负载时的关节轨迹误差　　　

(a)　关节 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (b)　关节 2

图 3　PD 控制计算出的力矩

56 控　　制　　与　　决　　策 第 18 卷



力学补偿的效果是明显的; 修改的 PD 加前馈不可

能达到 PD 加前馈的控制性能。在机器人末端加上 1

kg 负载后,轨迹误差变大,但变化的幅度较小,这说

明基于 PD 的轨迹跟踪算法对模型误差有一定的鲁

棒性。按照前述分析,增加K p和K v可使轨迹误差任

意小,但实验中发现,进一步增大 K p 和 K v , 轨迹误

差并没有明显变小, 3种控制律情况基本一样。一个

重要的原因是关节力矩的限制。

　　当 k p 1 = k p 2 = 3 300, k v1 = k v2 = 250时,按 PD

控制跟踪计算出的力矩变化如图 3 所示。可以看出

一些位置超过了电机最大力矩 20 N õm。

5　结　　论
　　本文定义一种新的L yapunov 函数, 应用 Co r2
less 关于指数收敛的理论, 对 3 种常用的基于 PD

的机器人轨迹跟踪算法的稳定性、鲁棒性和收敛速

率作了分析和比较。实验研究表明,基于 PD 的 3种

轨迹跟踪算法都有较好的跟踪性能,增加反馈系数

轨迹误差减小。但对一个实际的物理系统,与理论分

析有所差别,轨迹误差不可能任意小,它存在一个下

界,因为进一步增加反馈系数,会导致关节力矩受限

和高频振颤。力矩受限是影响控制性能的一个重要

因素,这是设计高级控制算法时应考虑的实际问题。
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