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摘　要: 提出一种简单的采样间隔可任意选择的不等间距采样方法,它能保证对于任意能控或能观连

续系统,其离散系统一定能控或能观,而与系统参数无关。以该方式离散化后的系统为周期性时变系统,

因而既可直接设计时变系统的反馈控制律,也可先将一个周期内的方程化为时不变方程,再按定常系统

进行控制律设计。
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Abstract: A simp le nonequ idistan t samp ling m ethod is p resen ted. It guaran tees the con tro llab ility and

observab ility of a con tinuous system , no m atter its param eters are, during the p rocedure of

discret izat ion w ith arb itrary average samp ling tim e. T he discret ized system using th is m ethod is

periodically t im e2varying. T hus feedback con tro l law s can be designed either direct ly fo r the tim e2

varying system o r fo r the app rox im ated tim e2invarian t subsystem in one period of varia t ion.

Key words: Con tinuous system ; Samp ling; D iscret izat ion; D igita l con tro l

1　引　　言
　　离散系统中已有的等间距周期性采样原理,在

文献和工程实践中被普遍采用,其数学原理也简单

明了[1, 2 ]。但一个连续系统经过这样的采样和保持化

为离散系统后,系统的能控性和能观性等重要性能

可能会受到影响,甚至导致系统稳定性发生变化,从

而使得到的离散系统无法由输出反馈实现稳定控

制。这是导致许多具有重要理论意义和应用价值的

研究成果一直不能应用于工程实践的关键原因,严

重影响了控制理论在社会生产中的作用和贡献。因

此,寻求在将连续系统化为离散系统的过程中,不影

响系统的能控性和能观性等主要性能的离散化方

法,是控制理论和控制工程领域中一项意义重大的

研究课题。

　　 一般说, 采样周期 T 的选择必须满足 (Κp -

Κq) T ≠ (2Πj ) l, l = ± 1, ± 2,⋯,其中Κi为连续系统

的特征值。该条件只给出了系统数据确知时采样周

期的大致选择原则, 而当系统数据及相关特征值不

明确 (如自适应控制问题) , 或在某个有界区间内取

值时 (如鲁棒控制问题) ,合适的采样周期则很难确
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定。有些学者[3, 4 ] 指出, 对于任意采样周期, 都可设

计一种不改变系统能控性的广义保持器函数。还有

学者对此进行推广,指出对于几乎任意采样周期,都

可设计这样的广义保持器函数,使得给定的几乎任

意有限个系统的能控性不受离散化的影响。但这一

结论显然不能推广到所有能控系统的无限集合, 也

无法适用于能观性问题。另外,文献[ 5 ] 提出的多次

采样方法所用的仍是等周期采样策略, 可认为是广

义保持器函数的近似,并不具有一般适用性。

　　本文根据最新样本包含最新信息,因而长期累

积信息与输出高密度采样信息等价这一事实, 提出

一种简单的不等间距采样方法。它能保证对于任意

能控或能观连续系统,其离散系统一定能控或能观,

而与系统参数无关。

2　不等间距采样策略
　　考虑如下线性时变连续系统

2C:
xα= A ( t) x + B ( t) u ,　x (0) = x 0

y = C ( t) x
(1)

其中:状态 x ∈R n ,输入 u ∈R q,输出 y ∈R p。如果

将系统的状态转移矩阵写成 F loquet 形式[6 ] , 即

5 ( t, t0) = F ( t - t0) eJ ( t- t0) ,其中: F ( t) 为连续函数,

J 为常数矩阵,则

2D : x k+ 1 = F ( tk+ 1 - tk ) eJ ( tk+ 1- tk )
x k +

∫
tk+ 1

tk

F ( tk+ 1 - Σ) eJ ( tk+ 1- Σ) ×

B ( tk+ 1 - Σ) u kdΣ (2)

其中: x k: = x (k ) , y k: = y (k ) , u k 代表 t∈ [ tk , tk+ 1)

上的输入。由于所采用的是不等间距采样方法,因此

离散系统 2D 必为时变系统。为了分析其能控性和能

观性,下面给出能控性和能观性的定义。

　　定义1 (能控性)　如果存在一个正整数 I ,使得

对任意给定的初始时间 tk , 都存在一个控制序列

{u k , u k+ 1,⋯, u k+ I - 1},使系统由初始状态 x 转移到终

止状态 xθ,则称离散系统 2D 一致完全能控。

　　定义2 (能观性)　如果存在一个正整数 I ,使得

对任意给定的初始时间 tk , 状态 x k 由{y k , y k+ 1,⋯,

y k+ I }和{u k , u k+ 1,⋯, u k+ I - 1} 唯一确定, 则称离散系

统 2D 一致完全能观。

　　这里,完全性是指能控和能观与初始状态和终

止状态无关; 而一致性是指能控和能观与初始时刻

的选择无关。二者使离散系统的能控性和能观性与

定常系统在性质上是相似的。

　　下面给出本文的采样模式

tk =

kT ,　k = 1, 2,⋯,N

N T + Tϖ,　k = N + 1

tk- (N + 1) + N T + Tϖ,　k > N + 1

(3)

其中: N ∈ Z + (N ≥ n) , T , Tϖ∈R + ,且 T öTϖ为无理

数。这里 R , Z , R + , Z + 分别表示实数集、整数集、正

实数集和正整数集。该采样模式为不等间距周期性

采样,每个周期都有N 个间隔为 T 的连续采样点和

一个间隔为 Tϖ的采样点。在此采样模式和零阶保持
器作用下,所得的离散系统有如下结论:

　　定理 1　1) 如果 2C能控,则 2D 一定能控; 2) 如

果 2C 能观,则 2D 一定能观。

　　为使结论具有完整性, 这里有必要指出, 如果

连续系统 2C 不能控或不能观,则上述结论在其能控

子空间或能观子空间上仍然成立。因此,定理 1可进

而描述为:在本文的采样方式和零阶保持器下,系统

由连续系统化为离散系统的过程中, 不会改变其能

观性或能控性。

3　定理的证明
　　前已指出, 离散系统为周期性时变系统, 其特

性在整个时间空间中具有一致性。因此只需证明整

数 I 的存在性,无须针对任意时刻 tk ,而只针对初始

时刻 t0 = 0即可。后面将给出具体的证明过程。

3. 1　能 观 性

　　当且仅当方程族

y k = C ( tk ) 5 ( tk , 0) x 0 = C ( tk) F ( tk ) eJ tk x 0

k ∈ Z +
0 (4)

(Z +
0 表示非负整数) 不具有唯一解 x 0, 或当且仅当

存在一个非零向量Ν∈R n ,对于所有 k∈ Z +
0 都可使

下列关系成立

C ( tk) F ( tk ) eJ tk Ν≡ 0 (5)

则称系统 2D 不能观测。这一事实是下面证明的基

础。另外, 虽然本文提出的采样方式为可变间距采

样,但也是周期性采样,因而有下述结论:

　　引理 1　对任意 t,如果对于 i = 0, 1,⋯, n - 1

有下列关系

C ( t + iT ) F ( t + iT ) eJ ( t+ iT ) Ν= 0 (6)

则对全部 i∈ Z 都有此关系成立。

　　引理 1反映了一个客观事实,即对一个线性连

续系统的输出等距采样时, n 个连续采样点包含的

有关初始状态的信息与无限个采样点所包含的信息

相同。

　　另一方面,由于每个采样周期的最后一个采样

间隔都为 Tϖ,因而两段由 n 个间隔为 T 的采样序列
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之间出现一个不正常过渡, 导致如果引理 1 中的时

间 t覆盖一个采样周期的全部采样点,即 t = j (N T

+ Tϖ) ( j∈Z +
0 ) ,则 ( t + iT ) ( i∈Z ) 便覆盖了全部时

间段 iT + j Tϖ ( i∈Z , j ∈Z +
0 ) ,其中 iT + j Tϖ密集覆

盖时间区间[ 0,∞)。上述结论可由如下引理给出。

　　引理 2　对于任意 t≥ 0和 Ε> 0,都存在 i∈

Z 和 j ∈ Z +
0 ,使下列关系成立

û t - ( iT + jTϖ) û < Ε (7)

　　在这些结论的基础上,便可证明定理 1的能观

性。

　　定理 1能观性证明　 (用反证法) 假设 2D 不能

观, 则对某非零向量 Ν∈ R n, 式 (5) 成立。于是由式

(5)、采样模式 (3) 及引理 1知,对于所有 i∈ Z 和 j

∈ Z +
0 ,都有下列关系成立

C ( iT + j Tϖ) F ( iT + j Tϖ) eJ ( iT + jTϖ) Ν= 0

由于矩阵指数函数为解析函数, 因此由引理 2 进而

可得,对于所有 t≥ 0,都有下述关系成立

C ( t) F ( t) eJ tΝ= C ( t) 5 ( t, 0) Ν= 0

这说明 2C 不能观,但这与题设 2C 能观相矛盾。故假

设 2D 不能观不成立,所以 2D 能观。□

3. 2　能 控 性

　　由式 (2) 可得 l ( l∈ Z +
0 ) 时刻的离散系统状态

为

x l = F ( tl) eJ ( tl) x 0 +

∑
l- 1

k= 0∫
tk+ 1

tk

F ( tl - Σ) eJ ( tl- Σ) ×

B ( tl - Σ) u kdΣ (8)

即

x l - F ( tl) eJ tlx 0 =

∑
l- 1

k= 0∫
tk+ 1

tk

F ( tl - Σ) eJ ( tl- Σ)
B ( tl - Σ) u kdΣ (9)

对于能控性问题, x l 和 x 0 可以是任意值,所以式 (9)

左侧可以是R n中的任意向量。式 (9) 右侧则根据 l的

不同而适用于某特定的关于 l 单调递增的向量集

合,且对应于每个 l构成R n的一个子空间。如果对某

有限 l,相应的子空间与R n相等,则 2D 显然能控。相

反,如果2D 不能控,则式 (9) 右侧就会在某个固定的

子空间上而与 l无关。也就是说,此时存在一个非零

向量 Ν∈R n ,对于所有 k ∈ Z +
0 ,都有下列关系成立

∫
tk+ 1

tk

ΝT F ( tl - Σ) eJ ( tl- Σ)
B ( tl - Σ) dΣ= 0 (10)

或 ∫
tk

0
ΝT F (Σ) eJ ΣB (Σ) dΣ= 0 (11)

于是有下述引理 (与能观性的引理 1对应) :

　　引理 3　如果对任意 tγ∈ R , 当 i = 0, 1,⋯, n

时,有下述关系成立

∫
tγ+ iT

0
ΝT F (Σ) eJ ΣB (Σ) dΣ= 0 (12)

则该关系对全部 i∈ Z 都成立。

　　在此结论的基础上,便可证明定理 1的能控性。

　　定理 1能控性证明　 (用反证法) 假设 2D 不能

控,则对某非零向量 Ν∈R n ,有

∫
tk

0
ΝT F (Σ) eJ ΣB (Σ) dΣ= 0,　k ∈ Z +

0 (13)

记 tk = j (N T + Tϖ) + iT , j∈Z +
0 , i∈ {0, 1,⋯,N }。

将 tγ = j Tϖ代入引理 3,可得下列关系

∫
iT + jTϖ

0
ΝT F (Σ) eJ ΣB (Σ) dΣ= 0

i∈ Z ,　j ∈ Z +
0 (14)

由于 iT + j Tϖ ( i∈ Z , j ∈ Z +
0 ) 密集覆盖了引理 2中

的整个正实空间,故有

∫
t

0
ΝT F (Σ) eJ ΣB (Σ) dΣ=

∫
t

0
ΝT 5 (Σ, 0)B (Σ) dΣ= 0,　t∈R + (15)

这说明 ΝT e- A ΣB ≡ 0,因而 2C 不能控。但这与题设矛

盾,所以 2D 能控。□

4　正整数 I 的确定
　　为能在实际工程控制中应用上述重要结论,有

必要给出定义中正整数 I 的大致取值, 这样才能确

定由本文采样方法得到的离散系统是否具有一致完

全能控性或能观性。为此,本文有下述结论:

　　推论 1　如果连续定常系统 2C能控 (能观) ,则

采用本文采样方法得到的离散系统 2D 也能控 (能

观) ,且正整数 I = (N + 1) n。

　　证明　由于能控性和能观性的证明类似,这里

采用反证法仅证能观性。假设对于 k ∈ Z +
0 ,状态 x k

在观测区间[ tk , tk+ (N + 1) n- 1 ]内无法确定,则存在某非

零向量 Ν∈R n ,有

Ce
A ( tk+ (N + 1) j+ i- tk ) Ν= 0

i∈ {0, 1,⋯,N },　j ∈ {0, 1,⋯, n - 1} (16)

由于是周期性采样,即

tm + (N + 1) - tm = N T + Tϖ,　m ∈ Z +
0 (17)

因此

tk+ (N + 1) j+ i = tk+ i + (N T + Tϖ) j (18)

可得

C eA (N T + Tϖ) je ( tk+ i- tk ) Ν= 0 (19)
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算法运用形状随时间变化而变化的目标函数,在参

数学习过程中对不同质量的样本数据采取不同的优

化方式,有效地提高了系统的抗干扰能力。所提出的

模糊逻辑系统鲁棒学习算法具有逼近精度高,不内

插所有训练样本,适合于非线性系统辨识等优点,能

较好地解决工程应用中噪声干扰问题,具有较高的

实际工程应用价值。
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　　根据凯莱 2汉密尔顿定理,式 (19) 可推广到整

个 j ∈ Z 上。由于式 (19) 对所有 i∈ {0, 1,⋯,N ) 都

成立,因此对于所有 s∈ Z +
0 ,均有C e ( tk+ s- tk ) Ν= 0成

立,由此推出 2D 不能观。但这与定理 1 中的结论相

矛盾,所以采样点数 I = (N + 1) n。□

5　结　　论
　　本文提出一种简单的采样方法,它能保证采样

过程不影响连续系统的能控性和能观性。采用这种

采样方法,平均采样时间间隔可以任意选择,而不依

赖于系统的具体参数。该方法的一个主要优点是它

适用于任何 n 阶能控或能观系统的无限开集合。所

提出的采样方法为不等间距周期性采样,所以离散

化后的系统为周期性时变系统,因而既可直接设计

时变系统的反馈控制律,也可先将一个周期内的方

程化为时不变方程,然后进行定常系统控制律设计。
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