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正则模糊神经网络是模糊值函数的泛逼近器

刘 普 寅
(北京师范大学 数学系, 北京 100875)

摘　要: 通过分析多元模糊值Bernstein 多项式的近似特性,证明了 4层前向正则模糊神经网络 (FNN )

的逼近性能。该类网络构成了模糊值函数的一类泛逼近器,即在欧氏空间的任何紧集上,任意连续模糊

值函数能被这类 FNN 逼近到任意精度。最后通过实例给出了实现这种近似的具体步骤。
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Regular fuzzy neura l network as un iversa l approx imator
of fuzzy va lued function

L IU P u2y in

(D epartm ent of M athem atics, Beijing N o rm al U niversity, Beijing 100875, Ch ina)

Abstract: T he system atic analysis on app rox im ation capab ility of four2layer feedfo rw ard regu lar fuzzy

neural netw o rk (FNN ) is p resen ted. T h is is done by fuzzy valued m ult ivaria te Bernstein po lynom ial

w ho se app rox im ation to fuzzy valued functions is guaran teed. Such a four2layer FNN constitu tes a

un iversal app rox im ato r of fuzzy valued function. T hat is, each con tinuous fuzzy valued function defined

on any compact set of Euclidean space can be app rox im ated by the FNN to any degree of accuracy. A

num erical examp le show s the realizat ion p rocess of the app rox im ation.
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1　引　　言
　　自 20 世纪 90 年代以来,前向神经网络对于函

数的逼近一直成为一个热点问题,其研究也取得了

丰硕的成果[1～ 4 ] , 并在系统辨识[5 ]以及结构近似分

析[6 ]等领域得到了广泛应用。

　　对于模糊环境中相应逼近问题的研究同样受到

了普遍关注[7～ 14 ]。Buck ley等[7 ]研究了相关问题,得

出结论是: 混合型 FNN 可作为模糊函数的泛逼近

器, 而内部运算基于扩展原理和模糊算术的正则

FNN 则不具有此性质。然而,混合型 FNN 在结构

以及内部运算等方面具有很大的任意性[7 ] ,这一事

实使得这类网络难以设计和实现。正则 FNN 的性

能则优越得多,其拓扑结构同普通网络一样,而内部

运算则基于扩展原理。那么,正则 FNN 能作为哪些

连续模糊函数的泛逼近器? 这些模糊函数又有什么

性质?对于这些问题的系统研究,在理论和实际应用

上无疑具有重要意义。

　　本文建立了 4层前向正则 FNN ,并将输入信号

限制为实向量,证明了这类正则 FNN 可作为 R n →

F 0 (R ) 的连续模糊值函数的泛逼近器,为实际系统

设计和控制时模糊值函数的选取提供了依据。最后

用实例说明了这种近似过程的具体实现步骤。
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2　预备知识
　　设F 0 ( R ) 是有界模糊数全体 , 即Π A

�∈

F 0 (R ) ,则有:

　　1) Π Α∈ (0, 1 ],A�ΑΧ {x ∈R ûA� (x ) ≥ Α}是闭

区间;

　　2) 支撑 Supp (A�) Χ {x ∈R ûA
～

(x ) > 0}为有

界集;

　　3) {x ∈R ûA� (x ) = 1}≠ Á。
　　为简单计,记A�0为支撑Supp (A�)。对于A

�,B�∈

F 0 (R ) ,用D (A�,B
�) 表示A

�,B
� 间的距离,即

D (A�,B
�) = ∨

Α∈[0, 1 ]

(d H (A�Α,B
�

Α) ) (1)

这里 d H 是H au sdo rff度量,即对A ,B < R ,有

d H (A ,B ) =

m ax{∨
x∈A
∧
y∈B

(ûx - y û ) , ∨
y∈B
∧
x∈A

(ûx - y û ) }
(2)

其中∨和∧是m ax2m in模糊算子。由文献[ 15 ]知,

(F 0 (R ) ,D ) 是一个完备可分的度量空间。记

F 0 (R ) n = F 0 (R ) ×⋯×F 0 (R )
n

(3)

若 (A�1,⋯,A
�

n) , (B�1,⋯,B
�

n) ∈F 0 (R ) n ,则定义

D n ( (A�1,⋯,A
�

n) , (B�1,⋯,B
�

n) ) = ∑
n

i= 1
D (A� i,B

�
i)

(4)

容易证明, (F 0 (R ) n ,D n) 为完备可分度量空间。对

于A
� ∈F 0 (R ) ,设A

�
Α = [a1

Α, a2
Α],用 ûA

�û 表示

D (A�, {0}) = ∨
Α∈[0, 1 ]

{ûa1
Αû ∨ ûa2

Αû} (5)

若函数 f : R n → R ,则由扩展原理[16 ] 知, f 可扩展为
f
�: F 0 (R ) n →F (R ) : ΠA

�
1,⋯,A

�
n ∈F 0 (R ) ,有

f
� (A�1,⋯,A

�
n) (y ) = ∨

f (x 1,⋯, x n
) = y

(∧
n

i= 1
{A

�
i (x i) })

(6)

这里F (R ) 是R上的模糊集全体。根据文献[ 16 ],若
f 连续, 则 f

�: F 0 (R ) n →F 0 (R )。为简单计, 仍记 f
�

为 f。对于A�,B� ∈F 0 (R ) ,用A
� + B�和A�õB�分别

表示扩展加法和扩展乘法。若B
� ∈F 0 (R ) , a ∈ R ,

则 aõB�或B�õ a是B�的a数乘。而对 x = (x 1,⋯, x n)

∈R n , X
� = (X�1,⋯, X

�
n) ∈F 0 (R ) n ,用〈x , X

�〉或〈X
� ,

x〉表示模糊内积,即

〈x , X�〉Χ ∑
n

i= 1

x i õ X� i (7)

当X�退化为向量X = (x 1,⋯, x n) ∈R n时,〈x , X�〉为
R n中的内积。给定m ∈N 以及多元函数 f : [ 0, 1 ]n→
R ,则定义关于 f 的Bern stein 多项式为

P m (f ; x 1,⋯, x n) =

∑
m

i1,⋯, in= 0

m

i1
⋯

m

in
f

i1

m
,⋯,

in

m
×

x i11⋯x inn (1 - x 1) m - i1⋯ (1 - x n) m - in (8)

记

K m ; i1,⋯, in
(x 1,⋯, x n) =

m

i1
⋯

m

in
x i11⋯x inn (1 - x 1) m - i1⋯ (1 - x n)m - in

容易验证

∑
m

i1,⋯, in= 0
K m ; i1,⋯, in

(x 1,⋯, x n) =

∏
n

j= 1
{∑

m

i= 0

m

i
x i

j (1 - x j ) m - i} =

(x 1 + 1 - x 1)m⋯ (x n + 1 - x n) m = 1 (9)

定义关于模糊值函数 J : [ 0, 1 ]n →F 0 (R ) 的模糊值
Bern stein 多项式为

B m (J ; x 1,⋯, x n) =

∑
m

i1,⋯, in= 0
K m ; i1,⋯, in

(x 1,⋯, x n) õ J
i1

m
,⋯,

in

m

(10)

3　主要结果
　　本章主要证明: 具有实数输入的 4层前向正则

FNN 可作为模糊值函数的泛逼近器。讨论所用工具

是模糊值Bern stein 多项式。

　　引理 1　设 I 为子标集, {a iû i∈ I }, {biû i∈ I }

< [ 0, 1 ],且 h > 0,使 Π i∈ I , ûa i - biû ≤ h。则

û ∨
i∈I

a i - ∨
i∈I

biû ≤ h ,　û ∧
i∈I

a i - ∧
i∈I

biû ≤ h

(11)

　　 引理 2　 设 A�,A�1,A�2 ∈ F 0 (R ) ,m ∈N , 且

{W�
kûk = 1,⋯,m }, {Vϖk ûk = 1,⋯,m } < F 0 (R )。则

有:

　　1) D (A�õA
�

1,A
�õA

�
2) ≤ ûA

�û õD (A�1,A
�

2) ;

　　2) D (∑
m

k= 1
W�

k ,∑
m

k= 1
V�k ) ≤∑

m

k= 1
D (W�

k ,V�k )。

　　 定理 1　 设 J : [a1, b1 ] × ⋯ × [an , bn ] →

F 0 (R ) 是连续模糊值函数, 且 Π Ε> 0,m ∈N , 使

Π (x 1,⋯, x n) ∈ [a1, b1 ] ×⋯× [an , bn ],则有

D (B m (J ; x 1,⋯, x n) , J (x 1,⋯, x n) ) < Ε (12)

　　证明　不妨设[a i, bi ] = [ 0, 1 ], i = 1, 2,⋯, n ,

则有

∑
m

i= 0

m

i
( i - m t) 2 ti (1 - t) m - i =

　　　　 m t (1 - t) ≤m ö4 (13)
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由于J 在[ 0, 1 ]n上一致连续,故对Ε> 0,存在∆> 0,

m ∈N ,满足 Π i1,⋯, in = 1,⋯,m ,且

Π x , y ∈ [
i1 - 1

m
,

i1

m ]⋯[
in - 1

m
,

in

m ]
则有 D (J (x ) , J (y ) ) < Εö2 (14)

存在M > 0,使Π x , y ∈ [ 0, 1 ]n ,D (J (x ) , J (y ) ) <

M。对于 x = (x 1,⋯, x n) ∈ [ 0, 1 ]n ,由式 (9) , (13) ,

(14) 和引理 2得

D (B m (J ; x 1,⋯, x n) , J (x 1,⋯, x n) ) =

D ( ∑
m

i1,⋯, in= 0
K m ; i1,⋯, in

(x ) õ J ( i1

m
,⋯,

in

m ) , J (x ) ) ≤

Ε
2

+
M n
m 2∆2

m
4

=
Ε
2

+
M n
4m ∆2 (15)

选取m >
M n
2Ε∆2 ,则定理得证。□

　　若 J 在R n上连续,当定理 1中的[a1, b1 ]⋯[an ,

bn ] 变为 R n 的任意紧子集时, 则定理 1结论仍然为

真。记集合

P = {P : R n →F 0 (R ) ûP (x ) =

∑
q

k= 1
W�

k õ P k (x ) , q∈N ,W�
k ∈F 0 (R ) }

(16)

其中 P k (õ) 是 n 元多项式。

　　定义 1　设C是R n→F 0 (R ) 全体模糊值函数

的子类。对于J : R n→F 0 (R ) ,若Π Ε> 0以及紧集U

< R n , Π H ∈C,使Π x ∈U ,D (J (x ) , H (x ) ) < Ε,

则称C是 J 的泛逼近器。

　　由定理1知, P 是任意连续模糊值函数J : R n→

F 0 (R ) 的泛逼近器。记

H = {H : R n →F 0 (R ) ûH (x ) = ∑
q

x = 1
W
�

k ×

(∑
p

j= 1
V�k j õ Ρ(〈x ,U� ( j )〉+ (� j ) ) , p , q∈N ,

W
�

k ,V
�

k j , (� j ∈F 0 (R ) ,U
� ( j ) ∈F 0 (R ) n}

(17)

H 中的每个元素H 即为一个含有两个隐含层的前

向正则 FNN。其中第 1 层隐含结点有转移函数

Ρ(õ) , 阈值为 (� j; 第 2层隐含结点是线性的 (如图 1

所示) ,U� ( j ) = (U�1j ,⋯,U nj )。若限制U
� ( j ) ,V

�
k j , (
～

j

分别为 u ( j ) ∈R n, v k j , Ηj ∈R ,则得H 的子集

H 0 = {H : R n →F 0 (R ) ûH (x ) = ∑
q

i= 1
W�

k ×

图 1　4层前向正则 FNN

　　　　 (∑
p

j = 1

v k j Ρ(〈u ( j ) , x〉+ Ηj ) ) , p , q∈N ,

　　　　W�
k ∈F 0 (R ) , v k j , Ηj ∈R , u ( j ) ∈R n}

(18)

　　为研究H 或H 0 的泛逼近性,首先给出泛逼

近器的一般性质,即有如下引理:

　　引理3　若C是模糊值函数J : R n→F 0 (R ) 的

泛逼近器,且 Π H ∈C, H 连续,则 J 也是连续的。

　　由如下定理易知,具有实数输入的 4层前向正

则 FNN 拥有同普通前向网络类似的性质。

　　定理 2　设 Ρ: R →R 是 T auber2W iener函数,

则有:

　　1) 对于任何 P ∈ P , H 0 可作为 P 的泛逼近

器;

　　2) 若 J : R n →F 0 (R ) 连续,则H 0 和H 均为
J 的泛逼近器。

　　证明　设

P (x ) = ∑
q

k= 1

W�
k õ P k (x ) ,　x ∈R n (19)

且不妨设 ûW�
1û ,⋯, ûW�

qû 不全为 0。任取紧集U <
R n ,以及Ε> 0,对于多项式P k (k = 1,⋯, q) ,存在 p k

∈ N , v′k1,⋯, v′kp k
, Η′k1,⋯, Η′kp k

∈ R , u′k (1) ,⋯, u′k (p k )

∈R n ,使 Π x ∈U ,有

ûP k (x ) - ∑
p k

j= 1
v′k j Ρ(〈x , u′k ( j )〉+ Η′j ) û <

Ε

qõ∨
q

k= 1
{ûW�

k û}

(20)

令 p = ∑
q

k= 1
p k , k = 2,⋯, q,记Βk = ∑

k- 1

r= 1
p r, Β1 = 0, Π k

= 1,⋯, q, j = 1,⋯, p。定义

v k j =
v′k ( j - Βk

) ,　Βk < j ≤∑
k

r= 1
p r

0,　　　否　则

　　　Ηj = Η′k ( j - Βk
) ,　Βk < j ≤∑

k

r= 1
p r
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　　　u ( j ) = u′k ( j - Βk
) ,　Βk < j ≤∑

k

r= 1
p r

取

H (x ) = ∑
q

k= 1
W�

k õ∑
p

j= 1
v k j Ρ(〈x , u ( j )〉+ Ηj )

(21)

则 H ∈ H 0。由引理 2 及式 (20) 知, Π x ∈ U ,

D (H (x ) , P (x ) ) < Ε。
　　2) 由定理 1和定理 2证明 1即得。从而定理得

证。□

　　定理 3　若 Ρ: R →R 是连续T auber2W iener函

数,且 J : R n →F 0 (R ) ,则下述各命题等价:

　　1) J 连续;

　　2) H 0 是 J 的泛逼近器;

　　3) H 是 J 的泛逼近器;

　　4) P 是 J 的泛逼近器。

　　由定理 1～ 定理 3及引理 3即得证。

4　例　　子
　　本章通过一个实例来说明由定理 2和定理 3所

示近似的具体实现过程。设转移函数

Ρ( t) =
1

1 + exp (- t)
(22)

其中 Ρ是 T auber2W iener函数[2, 5 ]。给定误差界 Ε=

0. 2,维数 n = 1,便可直接验证如下引理:

　　引理 4　设 f : R →R 是连续可微函数, f ′是 f

的导函数, C < R 是紧集,‖f ′‖C 是 f ′在C 上的最

大模。设W�
1,W�

2 ∈F 0 (R ) ,且 Supp (W�
j ) < C , j =

1, 2,则

　D (f (W�
1) , f (W�

2) ) ≤‖f ′‖CD (W�
1,W�

2) (23)

　　引理 5[2 ]　设 f : [ 0, 1 ] →R 是连续函数,N ∈

N , tj = j öN ( j = 0, 1,⋯,N ) ,且

Π t∈ [
j - 1

N
,

j
N ],　û f ( t) - f ( j - 1

N ) û <
Ε
4

记

g ( t) = f (0) + ∑
N

i= 1
(f ( i

N ) -

f ( i - 1
N ) ) Ρ(K ( t -

i - 1
N ) ) (24)

其中K öN > W , t > W ] û Ρ ( t ) - 1 û < 1 öN , t <

- W ] û Ρ ( t ) û < 1 öN 。则Π t∈ [ 0 , 1 ] , û f ( t ) -

g ( t) û < Ε。
　　给定模糊值函数S : R→F 0 (R ) 如下: Π t∈R ,

S ( t) = exp {co s (W� õ t) },这里W� ∈F 0 (R ) 是给定

的模糊数。则 Π x ∈R ,有

W
� (x ) =

2x ,

2 - 2x ,

0,

　

0≤ x ≤ 1ö2

1ö2 < x ≤ 1

否　则

　　由引理 4容易验证, S 在R 上连续。对于误差界

Ε= 0. 2,确定近似表示S 的 4层前向FNN 的步骤如

下:

　　步骤 1　确定关于S 的模糊值多项式 P (õ) ,易

知 ûW�û < 1ö6, 而 对 应 于 引 理 4, f ( t) =

exp (co s ( t) ) , Π t1, t2 ∈ [ 0, 1 ]。容易验证, Supp (W� õ
ti) < [ 0, 1 ], i = 1, 2。则有

D (S ( t1) , S ( t2) ) = D (f (W� õ t1) , f (W� õ t2) ) ≤

‖f ′‖[0, 1 ]D (W� õ t1,W� õ t2) ≤

exp {sin (1) }ûW�ûû t1 - t2û <

2. 32ûW�ûû t1 - t2û ≤ 2. 32û t1 - t2û
设 q∈N ,则有

D (S ( i
q ) , S ( i - 1

q ) ) ≤ 2. 32
q

,　i = 1,⋯, q

由定理 1得

M Χ ∨
t1, t2∈[0, 1 ]

{D (S ( t1) , S ( t2) ) }≤ 2. 32

∆ = 0. 08

当 q≥M öΕ∆2,即q≥182时,则D (B q (S ( t) , S ( t) ) <

Εö2, t∈ [ 0, 1 ]。为简单计,取 q = 4来完成所需近似

过程,则有

B q (S ) ( t) =∑
4

k= 0

4

k
tk (1 - t) 4- k ×

exp (co s (W� õ k
4 ) )

　　步骤 2　对于 k = 0, 1,⋯, 4,确定 3层前向网

络N k。记

P k ( t) =
4

k
tk (1 - t) 4- k

则

W k Χ exp (co s (W� õ k
4 ) ) ] ûW�

k û ≤ 2. 72

由引理 5得 3层前向网络

N k ( t) = P k (0) + ∑
p k

j= 1
(P k ( j

p k
) - P k ( j - 1

p k
) ) ×

Ρ(K j ( t -
j - 1

p k
) ) (25)

其中: k = 0, 1,⋯, 4, K j 和 p k 满足下列条件

　　û t1 - t2û < 1öp k ]

　　ûP k ( t1) - P k ( t2) û <
Ε

2q ∨
1≤k≤q

{ûW�
k û}

　　K j öp k ≥W : t > W ] ûΡ( t) - 1û < 1öp k
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　　t < W ] ûΡ( t) û < 1öp k (26)

容易验证,‖P′k‖[0, 1 ] ≤ 4, k = 0, 1,⋯, 4。故由式

(26) 及引理 2,可以选取W = 6. 2, p k = 440 (k = 0,

1,⋯, 4) , K j = 2 630 ( j = 1,⋯, p k )。

　　步骤 3　构造 4层正则 FNN H : R →F 0 (R )。

由定理 2及式 (25) ,令

H ( t) = ∑
q

k= 1
W�

k õ∑
p

j = 1
v k j Ρ(u j õ t + Ηj ) (27)

则Π t∈ [ 0, 1 ],D (S ( t) , H ( t) ) < Ε。由于P 0 (0) = 1

= 2Ρ(0) ,W�
0 = exp (co s (W� õ 0) ) = exp (1) , P k (0)

= 0, k = 1,⋯, 4,则有

H ( t) =

[2Ρ(0) + ∑
440

j = 1
( (1 -

j
440)

4
- (1 -

j - 1
440 )

4

) ×

Ρ(2 630t -
263 ( j - 1)

44 ) ]exp (1) +

∑
4

k= 1
exp (co s (W� õ k

4 ) ) õ∑
440

j= 1
(P k ( j

440) -

P k ( j - 1
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(a)　S (1ö4) 和H (1ö4)

(b)　S (1ö2) 和H (1ö2)

(c)　S (1) 和H (1)

图 2　模糊集 S 和H

　　原模糊值函数 S (õ) 与其 FNN 近似H (õ) 在 t

= 1ö4, t = 1ö2和 t = 1处的值,即模糊集S (1ö4) 与

H (1ö4) , S (1ö2) 与H (1ö2) 和S (1) 与H (1) 对应的

隶属曲线如图 2所示。

　　通过比较可以看出,即使选取阶数比式 (20) 要

求低得多的多项式,对应的 4层前向 FNN H (õ) 对

模糊值函数 S (õ) 的逼近精度也能满足给定条件。

5　结　　语
　　本文在一般意义下得到了 4 层前向正则 FNN

的泛逼近性 ,并就一维情形给出了这类近似的实现

步骤。今后的研究工作主要集中于以下两个重要问

题: 1)如何设计更为简单、明了且易实现的近似算

法; 2)就二维和二维以上的高维情形,给出简单且易

实现的近似过程。
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图 2　系统输出

图 3　系统输入

5　结　　语
　　在基于 H amm erstein 模型的两步法控制中加

入对中间变量的约束,可解决非线性代数方程无实

解问题,使系统更容易稳定,性能指标更优,系统稳

定时稳态误差更小。本文具体给出了中间变量的确

定方法, 据此可以具体设计基于H amm erstein模型

的两步法控制器。
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