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具有约束的 Hamm erste in 非线性控制系统的设计与分析
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(上海交通大学 自动化研究所, 上海 200030)

摘　要: 为得到快速有效的算法,提出一种具有输入约束的新的两步法控制器。加入模型中间变量的约

束来代替输入约束,并给出中间变量约束的在线确定方法。引入中间变量约束可使非线性方程总有实

解,有利于闭环系统的稳定和提高系统的最优性能。仿真结果验证了理论分析的正确性。
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Abstract: A new tw o2step con tro l schem e w ith inpu t constra in ts is p resen ted to ob tain a fast and

efficien t a lgo rithm. T he inpu t constra in ts are substitu ted by in term ediate variab les constra in ts of the

model and an on2line algo rithm fo r determ in ing the in term ediate constra in ts is given. A dding

in term ediate constra in ts guaran tees the ex istence of the real so lu tion to the sta t ic non linear algebraic

equation, and m akes it easy to stab ilize the clo sed2loop system and enhance the op tim ality p roperty of

the con tro l system. Sim ulation resu lts show the validity of the theo retical analysis.
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1　引　　言
　　H amm erstein 模型由一个静态非线性环节加上

一个动态线性环节组成。pH 中和、高纯度分离等非

线性过程可用H amm erstein 模型来描述,其一般形

式为: 线性部分采用CA R IM A 模型,而非线性部分

为一多项式。这种模型的最大特点是容易辨识。

H amm erstein 模型的辨识和控制已得到较多的研

究,其控制策略大体上可分为两种:

　　一种是两步法策略[1, 2 ] ,第 1步对线性模型应用

某种控制算法计算中间变量; 第 2 步由非线性方程

反算实际的控制作用。两步法充分利用了H amm er2
stein 模型的特殊结构,因此实施起来方便有效。

　　另一种是整体求解策略,一般是将非线性部分

纳入目标函数,直接求解控制作用。如文献[ 3 ]研究

H amm erstein 模型的预测控制,线性部分采用状态

空间模型,非线性模型转化为多包描述,采用迭代算

法求最优解。采用状态空间模型虽然利于分析,但不

利于模型在线辨识。

　　整体求解法的控制律计算比较复杂,实际应用

较为困难。相对而言,尽管两步法在优化过程中没有
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纳入控制作用,但考虑到很多控制的目的是使系统

输出尽快跟踪设定值变化,控制加权的引入只是为

了限制控制作用的变化过大,这时两步法将更为实

用。两步法在求解多项式方程时,可能出现无实解或

在一个控制周期内算不出实解的情况。对此,文献

[ 1, 2, 4～ 6 ]分别提出了相应的近似方法。关于这些

近似方法给闭环系统带来的影响,理论性讨论还很

少见。文献[ 5 ]对[ 1, 4, 6 ]的方法进行分析,但其分析

结果只适用于[ 5 ]本身所提出的近似法。有关对比性

的分析尚未见报道。

　　本文首先分析非线性方程近似解对系统的影

响,然后提出引入中间变量的约束能解决非线性方

程无实解带来的问题,最后指出引入中间变量约束

能提高系统的稳定性能和最优性能。

2　非线性方程解的准确性分析及中间变量

约束的引入
　　 设 H amm erstein 模型的静态非线性环节为

x ( t) = f (u ( t) ) ,线性环节为可表示 y 与 x 关系的任

一种形式,包括状态空间模型和输入输出模型等。采

用两步法时,由 f (u ( t) ) - x ( t) = 0反算实际的控

制作用 u ( t) ,可采用N ew ton2R aph son 迭代法[2 ]。

2. 1　非线性环节的确定

　　由于实际工业过程的复杂性, f 包含的内容非

常丰富。当非线性部分不用在线辨识时, f 可由实际

过程的机理分析得到[7 ] , 并可以任意精度离线地确

定一个函数 u = g (x )。这样便省去了求解非线性方

程的复杂计算。

　　当非线性环节也要在线辨识时,讨论 f 的辨识

一般是不可能的。目前,通常是采用一易于辨识的低

阶多项式

x ( t) = rL uL ( t) + rL - 1uL - 1 ( t) +

⋯ + r1u ( t) + r0 (1)

近似非线性环节。由于偶次多项式方程可能无实解,

有关文献给出了一些相应的解决方法。

　　 文献[ 1 ] 在辨识时, 非线性部分采用奇数阶多

项式模型

x ( t) = rodduodd ( t) + ⋯ + r1u ( t) + r0 (2)

其中odd 为一奇数, 这样多项式方程总有实解。文献

[ 2 ] 在得不到实解时,采用一个默认值 u ( t) = x ( t) öa

作为近似解。文献[ 4 ] 则直接将控制作用取为

u ( t) = 1ör1 (x ( t) - rp u p ( t - 1) - rp - 1 ×

up - 1 ( t - 1) - ⋯ - r2u 2 ( t - 1) ) (3)

其中p 可为奇数或偶数,并将式 (3) 作为模型参与线

性部分的辨识,这样也总能求得控制作用。但采用式

(3) 求解时,计算结果受 r1 辨识误差的影响较大,在

某些情况下应对 r1 的值进行限定。文献[ 5 ] 则提出:

如果非线性部分为

x ( t) = revenu even ( t) + ⋯ + r1u ( t) + r0 (4)

其中 even 为一偶数,则当式 (4) 无实解时,采用

　x ( t) = reven- 1u even- 1 ( t) + ⋯ + r1u ( t) + r0 (5)

或

u ( t) = 1ör1 (x ( t) - revenu even ( t - 1) - reven- 1 ×

u even- 1 ( t - 1) - ⋯ - r2u 2 ( t - 1) - r0)

(6)

计算控制作用,这样便保证总能得到一个控制作用。

由于文献[ 5 ] 方法没有考虑辨识对模型不准确的补

偿作用, 所以该文的分析结果只适用于其本身提出

的近似算法。

2. 2　非线性方程解的准确性分析

　　分别考虑非线性环节无辨识和在线辨识两种

情形。无辨识时, 理论上由 x ( t) 能否得到对应的

u ( t) 取决于 x ( t) 的大小和 f (或 g ) 的形式,实际应

用中会因计算时间和精度使由 x ( t) 不能准确地反

算出对应的u ( t)。这时一般采用近似解,相当于采用

近似的反函数 u ( t) = f
δ- 1 (x ( t) )。

　　即使是单调函数 x ( t) = f (u ( t) ) ,反函数 u ( t)

= f - 1 (x ( t) ) 或函数 u ( t) = g (x ( t) ) 也不一定对

x ( t) 的所有取值对应存在。采用近似反函数时, 用

线性模型求解的 x ( t) 得不到实现, 实际实现的是

x new ( t) = f [ f
δ- 1 (x ( t) ) ]。但 ∃x ( t) 一般反映系统设

计的某种要求,如果 ∃x ( t) 得不到实施,这种要求就

得不到满足。

　　以上分析也适用于非线性环节为多项式和在

线辨识的情形。当实际系统为“静态非线性 f 0 + 动

态线性环节”时,如果采用“静态多项式 f + 动态线

性环节”, 则模型与实际系统的误差和 u ( t) 的定义

域有关。这是因为多项式对 f 0 的逼近效果与定义域

有关, 即只能在一定的定义域内尽量逼近 f 0。u ( t)

的定义域越大,逼近时采用的多项式的阶数也越高,

因此越难以辨识。对同一个 x ( t) , 如果 x ( t) =

f 0 (u ( t) ) 无解, 则关于多项式方程的解只能属于以

下 3种情况:

　　1) 多项式准确地逼近 f 0,多项式方程的解必然

在 u ( t) 的定义域之外;

　　2) 假设多项式方程的解在 u ( t) 的定义域之内,

则多项式一定没有准确地逼近 f 0;

　　3) 假设多项式没有准确地逼近 f 0,则多项式方
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程的解在 u ( t) 的定义域之外。

　　 由以上讨论可知, 分析文献[ 1, 4 ] 方法时要考

虑 u ( t) 的定义域, 在线辨识系统模型时, 最后得到

的结果应能适用于 u ( t) 的一定取值范围。当由多项

式方程求解的 u ( t) 超出这个范围时,则表明相应的

∃x ( t) 没有得到实施。

　　上述近似法及其分析都没有考虑实际约束。当

由多项式方程求解的 u ( t) 超出物理约束时,则得不

到实施,这表明相应的 ∃x ( t) 没有得到实施。

2. 3　中间变量约束的引入

　　由以上分析不难看出, ∃x ( t) 能否得到实施与

u ( t) 或x ( t) 的幅值有关,如果把x ( t) 和u ( t) 限制在

一定幅值内,则不会出现 ∃x ( t) 得不到实施的现象。

由于 x ( t) 和 u ( t) 通过静态非线性关联起来,所以只

需将其中之一限制在一定幅值内即可。考虑到实际

物理约束, 容易想到将 u ( t) 限制在物理约束内, 但

考虑到两步法的特点,本文提出用 x ( t) 的约束表示

u ( t) 的约束,用 u ( t) 的约束代替 u ( t) 的定义域,这

样在理论上可解决 ∃x ( t) 得不到实施的问题。加入

中间变量约束还可提高系统的稳定性能和最优性

能,这一点将在下一章讨论。

2. 4　中间变量约束的确定

　　对于 x ( t) = f (u ( t) ) ,每个 u ( t) 有唯一的 x ( t)

与之对应。根据实际对象的约束要求 um in ≤ u ( t) ≤

um ax ,可确定 x ( t) 在 um in≤ u ( t) ≤ um ax中的最值。对

于非线性环节不需在线辨识的系统, xm in和x m ax只需

离线取定;但对非线性环节也必须在线辨识的系统,

即象文献 [ 1, 2, 4 ] 那样, x 的约束必须在线确定。对

于非线性环节是单调函数的系统, 如文献 [ 4 ] 的中

和过程,由对 u 的约束确定对 x 的约束是很容易的。

对于一般的非线性系统,确定 xm in 和 x m ax 可采用一

维搜索最值策略,现说明如下:

　　 非线性环节取式 (1) , 其导数为 f
õ

(u ) =

L rL - 1uL - 1 + (L - 1) rL - 2uL - 2 + ⋯ + r1。中间变量

最大值的搜索算法为

uθ ( i)
m ax = uθ ( i- 1)

m ax + sgn{f
õ

(uθ ( i- 1)
m ax ) }∃uθ ( i- 1)

m ax (7)

其中: uθm ax表示与 x m ax对应的 u 值, uθ ( i)
m ax ( i = 1, 2,⋯)

为搜索序列, ∃uθ ( i- 1)
m ax 为第 i步的搜索步长,根据实际

系统而定。搜索终止的条件是达到限定的搜索次数

或搜索误差满足

û f (uθ (N )
m ax ) - f (uθ (N - 1)

m ax ) û < Ε
其中 uθ (N )

m ax 为最后一次搜索得到的值。当搜索结束时,

取 x m ax = f (uθ (N )
m ax )。x m in的确定类似于 x m ax ,其搜索算

法为

uθ ( i)
m in = uθ ( i- 1)

m in - sgn{f
õ

(uθ ( i- 1)
m in ) }∃uθ ( i- 1)

m in (8)

x m in 和 x m ax 也可确定如下:首先求方程L rL - 1uL - 1 +

(L - 1) rL - 2uL - 2 + ⋯ + r1 = 0所有满足物理约束

的解,然后比较在各个解处、um in及 um ax处 x = f (u )

的大小, 由此确定出 x m in 和 x m ax。但当L rL - 1uL - 1 ( t)

+ (L - 1) rL - 2uL - 2 ( t) + ⋯ + r1 = 0有一个以上解

时,这种算法的计算量将大大增加。

　　当被控对象适合于由H amm erstein 模型描述

时,非线性环节的变化不应很快,因此所需搜索次数

是很少的。一般不必在每个控制周期都非常准确地

确定出 x m in 和 x m ax , 所以 x m in 和 x m ax 的确定较为容

易。

3　基于 Hamm erste in 模型两步法控制策略

的性能分析
　　本章讨论H amm erstein 模型两步法控制策略

的稳定性能和最优性能, 目的在于说明加入中间变

量的约束可提高系统的稳定性能和最优性能。

3. 1　稳定性分析

　　定理 1　采用式 (3) 或 (6) 近似时,系统稳定的

必要条件是稳态多项式方程 f (u s) - x s = 0有实解。

　　证明　分为标称系统和存在模型失配两种情

况讨论。对于标称系统, 假设系统稳定, 则稳态时式

(3) 或 (6) 成为 f (u s) - x s = 0,如果该方程没有实

解,则系统稳定的假设不成立。存在模型失配时, 设

真实对象的稳态多项式方程为 f 0 (u s) - x 0s = 0,如

果 f (u s) - x s = 0无实解但 f 0 (u s) - x 0s = 0有实解,

则采用式 ( 3)或 ( 6)近似求解仍会使系统失稳。显

然,如果模型准确,则系统不会因为 f (u s) - x s = 0

无实解而失稳。

　　可见用式 (3) 或 (6) 进行近似,当 f 0 (u s) - x 0s

= 0接近无实解时, 系统鲁棒稳定性较差; 反之, 当

f (u s) - x s = 0有实解但 f 0 (u s) - x 0s = 0无实解时,

系统仍然可能稳定。□

　　实际应用中当给定值不合适时,有可能造成稳

态多项式方程无实解, 而这往往是不可避免的。另

外,采用式 (3) 或 (6) 的方法,稳定性分析将很困难;

采用式 (5) 的近似方法, 同样会使稳定性分析变得

很难。现假设实际对象特性为“静态非线性 + 动态

线性环节”,非线性环节为 x ( t) = f 0 (u ( t) ) ,则控制

器与对象串联的结构如图 1所示。
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图 1　控制器与对象串联后的结构

　　由图 1容易得到如下结论:

　　定理2　当且仅当 f 0 = fδ, 基于H am m e r s 2
tein 模型且采用两步法时, 闭环控制系统与静态环

节为 1时的闭环控制系统相同。

　　稳定性与非线性无关的性质使得稳定性分析

变得容易,从而实际实施中稳定性容易得到保证。

　　如果 f 0≠ f 或 f ≠ fδ,则很难做到 f 0 = fδ,实际

上一般不可能做到 f 0 = fδ。但通过改进模型的精度
和提高非线性方程求解的精度,可使 f 0更加接近 f

δ。
例如 f ≠ f

δ是由于 f (u ) - x = 0无实解而采用近似

法求解造成的,加入对 x 的约束,理论上可以做到 fδ

= f。

3. 2　动态最优性能分析

　　动态最优性主要针对基于性能指标的优化控

制,如最小方差控制、预测控制、滚动时域控制等,其

控制律的求解都是以目标函数最小化为准则。

　　当 ∃x ( t) 代表一种优化控制律时, ∃x ( t) 能否

得到实施是影响动态最优性的首要因素。通过引入

对中间变量的约束, 理论上可使 ∃x ( t) 总能得到实

施。反之, 如果不考虑控制作用的约束而得到 uζ, 在

实施中取 u = sat{uζ}, 这种方法称为 desatu ra t ion

法。如果不引入对 x 的约束,则采用两步法不能保证

控制作用满足约束。因此只能采用 desatu ra t ion 法,

这时动态最优性显然是较差的。

3. 3　NL GPC的稳态最优性能分析

　　稳态最优性与具体的控制律有关。现有文献中

对基于“多项式 + CA R IM A”模型的两步法预测控

制[2, 4, 5 ] 研究得较多,这里仅给出稳态余差的进一步

分析。

　　GPC部分采用模型 ∃a (z - 1) y ( t) = b (z - 1) ∃u ( t

- 1) + Ν( t) ;设定值为Ξ( t + i)。GPC [2, 4, 5, 8 ]的目标

函数定义为

J ( t) = ∑
N 2

i= N 1

[y ( t + i) - Ξ( t + i) ]2 +

∑
N u

j= 1
Κj [∃x ( t + j - 1) ]2 (9)

其中符号意义参见文献[ 8 ]。这样求解的控制律中含

有积分作用,因此稳态余差的分析仅针对存在固有

稳态余差的系统。

　　定理 3　如果不引入对 x ( t) 的约束,而采用式

(2) , (3) , (5) 的近似方法, 则对于存在固有稳态余

差的稳定系统,其稳态输出为

y s = [b (1) öa (1) ]f 0 (um ax) (10)

或

y s = [b (1) öa (1) ]f 0 (um in) (11)

　　证明略。

　　注 1　如果 x 的最值不在 um in 和 um ax (当 x =

f (u ) 在 u∈ [um in , um ax ]时必为非单调函数) ,则稳态

余差 y ess = ûy s - Ξû 就不是最优值。其原因在于:当

输出达到稳态后,每次优化得到的最优的 x ( t) 得不

到实施,因此不能使偏差最优。

　　如果采用 GPC 算法, 引入约束 x m in ≤ x ( t) ≤

x m ax ,则可能得到最优 (小) 的稳态余差。

　　定理 4　引入对 x ( t) 的约束后,对于存在固有

稳态余差的稳定系统, 其稳态输出为 y s =

[b (1) öa (1) ]x m ax 或 y s = [b (1) öa (1) ]x m in。

4　仿真验证
　　系统线性部分为∃ (1 - z - 1 + 0. 25z - 2) y ( t) =

(1 - 1. 2z - 1) ∃x ( t - 1) ,设定值为 Ξ = 1. 2,线性部

分采用 GPC 算法。考虑系统具有非最小相位特性,

取N 1 > 1。这里取N 1 = 2 , N 2 = 6 , N u = 2 , Κ=

0. 0 0 0 0 1。 输入和输入增量初值为u ( - 1 ) =

∃ u ( - 1 ) = 0 , 输出初值为 [ y ( 0 ) , y ( - 1 ) ,

y (- 2) ] = [ 0, 0, 0 ]。

　　首先采用非线性部分 x = 0. 0 5 1 2 u 4 +

0. 206 9u 3 - 0. 243 7u 2 - 0. 998 3u + 0. 016 5,没有

约束。该非线性的最小值为 x 3 = - 1. 096 3,使系统

无稳态余差的最大输出设定值为 y 3 = 0. 877,故实

际系统若稳定必有稳态余差。用式 ( 6)近似计算

时系统不稳定。然后采用非线性部分x = - 2. 350 1

u 5 + 2. 185 4u 3 + 0. 861 9u ,假设输入约束为 ûuû≤
1。

　　考虑以下两种方法: 1) 采用本文提出的方法,

中间变量约束为 ûx û ≤ 1. 040 5,系统稳态响应值为

[u s, x s, y s ] = [ - 0. 817 2, - 1. 040 5, 0. 832 4 ],与

定理 4 的理论计算值相符; 2) 采用 desa tu ra t ion 方

法 , 稳态响应值为 [ u s , x s , y s ] = [ - 1, - 0. 697 2,

0. 557 8 ],与定理 3的理论计算值相符。两种方法的

系统响应曲线分别如图2和图3所示, 其中星号为

解饱和方法。
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图 2　系统输出

图 3　系统输入

5　结　　语
　　在基于 H amm erstein 模型的两步法控制中加

入对中间变量的约束,可解决非线性代数方程无实

解问题,使系统更容易稳定,性能指标更优,系统稳

定时稳态误差更小。本文具体给出了中间变量的确

定方法, 据此可以具体设计基于H amm erstein模型

的两步法控制器。
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