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二阶加纯滞后过程的非脆弱 P ID 稳定化控制器设计

徐建明, 俞　立, 杨马英
(浙江工业大学 信息工程学院, 浙江 杭州 310032)

摘　要: 根据H erm ite2B ieh ler定理在准多项式稳定性问题上的推广,研究用 P ID 控制器镇定二阶加纯

滞后过程的问题。给出了使闭环系统稳定的 P ID 参数区域,并以稳定的 P ID 参数区域内切圆半径为目

标函数,寻优得到非脆弱 P ID 控制器参数。最后通过线性规划给出了非脆弱 P ID 稳定化控制器的设计

方法。
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D esign of non -frag ile P ID stabil iz ing con trollers
for second-order system s with tim e delay
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Abstract: Based on the ex tension of the H erm ite2B ieh ler theo rem to the quasi2po lynom ial stab ility

p rob lem , the p rob lem of stab ilizing the second2o rder p lan t w ith dead tim e using a P ID contro ller is

studied. T he region of P ID param eters fo r the stab ility of the clo sed2loop system is given. T he

non2fragile P ID contro ller param eters are ob tained by m axim izing the tangen tia l radius of the stab ilizing

P ID param eters regions. T he linear p rogramm ing m ethod is used to determ ine the non2fragile P ID

stab ilizing con tro ller.
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1　引　　言
　　由于 P ID 控制器结构简单,对模型误差具有鲁

棒性及易于操作等优点,使得 P ID 控制成为当今工

业控制中最常用的控制方法。然而,随着系统控制性

能要求的不断提高及实际系统的日益复杂化, 传统

的P ID 控制器设计方法往往难以满足要求。因此,有

必要在使闭环系统稳定的 P ID 参数区域内,结合其

他性能来最终确定 P ID 控制器的参数。文献 [ 1 ] 对

H erm ite2B ieh ler稳定性定理进行推广,将 P ID 控制

的稳定性问题转化为一族参数的线性规划问题。文

献 [ 2 ] 对 P I控制器镇定一阶加纯滞后问题进行研

究,给出了闭环系统稳定的充分必要条件。

　　在控制器实现中, 由于各种原因 (如环境温度

变化引起电子元件参数变化, 元器件老化或失效

等) , 控制器参数往往会偏离理想设计值, 这就要求

设计的控制器具有非脆弱性。即当控制器参数发生

小的摄动时, 仍能保证整个闭环系统稳定。另一方

面,在工业过程控制中,某些高阶过程对象用一阶加

纯滞后模型来描述是不精确的。文献[ 3 ]通过两个连

续继电反馈实验,将高阶过程对象辨识为二阶加纯
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滞后模型G (s) ,使其N yqu ist 曲线在[ΞΠö2, ΞΠ] 频率

范围内接近于实际过程对象。

　　本文针对一类二阶加纯滞后过程,研究非脆弱

P ID 稳定化控制器设计问题。首先根据准多项式的

H erm ite2B ieh ler推广定理, 导出使得闭环系统稳定

的 P ID 参数区域。然后以 (k i, k d) 区域构成的凸多边

形的内切圆半径为目标函数进行寻优, 求出最大内

切圆半径,从而可以整定 P ID 参数 kp , k i和 k d,其中

(k i, k d) 就是最大内切圆圆心的坐标值。这样便使当

P ID 控制器参数产生一定摄动时, 也能保证整个闭

环系统的稳定性。

2　问题描述及准备知识

图 1　反馈控制系统

　　考虑图 1所示控制系统, 被控对象和 P ID 控制

器的结构分别为

G (s) =
k

as2 + bs + 1
e- L s (1)

C (s) =
k ds2 + kps + k i

s
(2)

其中: k , a , b,L 是已知常数; kd, kp , k i 是待定的 P ID

参数。

　　本文主要研究确定使得闭环系统稳定的参数

kp , k i, k d的允许取值区域,进而给出在该区域内非脆

弱 P ID 控制器的设计方法。

　　对于时滞L = 0的情况,问题比较容易解决,因

为闭环系统的特征多项式为

∆(s) = as3 + (b + kk d) s2 +

(1 + kkp ) s + kk i (3)

根据Rou th2H u rw itz稳定性判据, 要使该闭环系统

稳定, P ID 参数必须满足

a > 0,　b + kk d > 0

kp >
ak i

b + kk d
-

1
k

,　kk i > 0
(4)

或　　　
a < 0,　b + kk d < 0

kp <
ak i

b + kk d
-

1
k

,　kk i < 0
(5)

不等式组约束 (4) 或 (5) 给出了使得闭环特征多项

式稳定的 kp , k i, k d 的取值范围。

　　对于L ≠ 0的情况,闭环系统的特征多项式为

∆(s) = k (k ds2 + kp s + k i) e- L s +

s (as2 + bs + 1) (6)

式 ( 6 )包含指数函数 , 故不能直接应用R o u t h 2
H u rw itz稳定判据。要从该多项式确定使其H u rw itz

稳定的 kp , k i, k d 的取值区域,是一件困难的事情。本

文基于H erm ite2B ieh ler定理及其推广,提出解决这

一困难的方法。为此首先引进几个有用的引理。

　　定义 1[1 ]　设 ∆(s) = ∆0 + ∆1s + ⋯ + ∆nsn =

∆e (s2) + s∆o (s2) 为一 n 阶实多项式, 其中 ∆e (s2) 和

s∆o (s2) 分别为 ∆(s) 关于 s的偶次幂和奇次幂部分。

令 s = jΞ,则 ∆( jΞ) = p (Ξ) + jq (Ξ) ,其中: p (Ξ) =

∆e ( - Ξ2 ) , q ( Ξ) = Ξ∆o ( - Ξ2 )。记Ξe1 , Ξe2 , ⋯为

∆e (- Ξ2) 的非负实零点, Ξo1, Ξo2,⋯为∆o (- Ξ2) 的非

负实零点,且均按从小到大的顺序排列。

　　引理1 [1 ] (H erm ite2B ieh ler定理)　设∆(s) = ∆0

+ ∆1s + ⋯ + ∆nsn 为一 n 阶实多项式, 则 ∆(s) 的

H u rw itz稳定的充分必要条件是:

　　1) ∆e (- Ξ2) 和 ∆o (- Ξ2) 的所有零点是不同的

实数;

　　2) ∆n 与 ∆n- 1 同号;

　　3) 非负实零点满足交错特性,即 0 < Ξe1 < Ξo1

< Ξe2 < Ξo2 < ⋯。

　　工业过程中不可避免地存在时滞现象,一般可

用

∆(s) = d (s) + e- sT 1n1 (s) + ⋯ + e- sTm nm (s)

(7)

描述其动态模型的特征多项式,称其为准多项式。其

中 d (s) 和 n i (s) ( i = 1, 2,⋯,m ) 是实多项式。

　　引理 1不能直接用于判断式 (7) 的H u rw itz稳

定性。文献[ 1 ]对H erm ite2B ieh ler定理进行推广。若

在式 (7) 中作如下假设:

　　1) deg [d (s) ] = n , deg [n i (s) ] < n , i = 1, 2,⋯,

m ;

　　2) 0 < T 1 < T 2 < ⋯ < T m。

则可用如下准多项式

∆3 (s) = esTm ∆(s) =

esTm d (s) + es (Tm - T 1)
n1 (s) +

es (Tm - T 2)
n2 (s) + ⋯ + nm (s) (8)

代替 ∆(s)。因为 esTm 没有任何有限的零点,所以 ∆(s)

的H u rw itz稳定性等价于∆3 (s) 的H u rw itz稳定性。

　　以下引理给出了 ∆3 (s) 的H u rw itz稳定的充分

必要条件。

　　引理 2[1 ] (H erm ite2B ieh ler定理的推广)　考虑

式 (8) 给定的 ∆3 (s) ,并将其写成 ∆3 ( jΞ) = ∆r (Ξ) +

j∆i (Ξ) ,其中 ∆r (Ξ) 和 ∆i (Ξ) 分别表示 ∆3 ( jΞ) 的实部
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和虚部。在条件1) 和条件2) 下, ∆3 (s) 的H u rw itz稳

定的充分必要条件是:

　　1) ∆r (Ξ) 和 ∆i (Ξ) 仅有单实根且相互交错;

　　2) ϖ Ξ0 ∈ ( - ∞,∞) , 使得 ∆′i (Ξ0) ∆r (Ξ0) -

∆i (Ξ0) ∆′r (Ξ0) > 0。其中 ∆′r (Ξ) 和 ∆′i (Ξ) 分别表示

∆r (Ξ) 和 ∆i (Ξ) 关于 Ξ的一阶导数。

　　引理 3[1 ]　设M 和N 分别为∆3 (s) 中 s和 es的

最高指数。若存在一常数 Γ, 使得当 Ξ = Γ时, ∆r (Ξ)

和 ∆i (Ξ) 的最高阶次项的系数不为 0, 则 ∆r (Ξ) = 0

或∆i (Ξ) = 0仅有单实根的充分必要条件是:从一个

足够大的 l 开始, 对于 Ξ∈ [ - 2lΠ+ Γ, 2lΠ+ Γ],

∆r (Ξ) 和 ∆i (Ξ) 有 4lN + M 个实根。

3　闭环系统稳定的 P ID 参数区域的确定
　　本章利用H erm ite2B ieh ler定理的推广,给出使

得闭环特征多项式稳定的 P ID 参数允许取值区域。

显然, 式 (6) 满足假设条件 1) 和 2)。本文构造一个

准多项式

∆3 (s) = eL s∆(s) =

k (k ds2 + kp s + k i) + s (as2 + bs + 1) eL s

代入 s = jΞ,得 ∆3 ( jΞ) = ∆r (Ξ) + j∆i (Ξ)。其中

∆r (Ξ) = kk i - kk dΞ2 +

Ξ(aΞ2 - 1) sin (L Ξ) - bΞ2co s (L Ξ)

∆i (Ξ) = Ξ[kkp - (aΞ2 - 1) co s (L Ξ) -

bΞsin (L Ξ) ]

控制器参数 kp 仅影响 ∆3 ( jΞ) 的虚部 ∆i (Ξ) ,而 k i和

k d 仅影响 ∆3 ( jΞ) 的实部 ∆r (Ξ)。设 z = L Ξ,则

∆r (z ) = k [k i - k d
z 2

L 2 - h (z ) ] (9)

∆i (z ) =
z
L [kkp - (a z 2

L 2 - 1) co s (z ) -

b
z
L

sin (z ) ] (10)

其中

h (z ) =
z

kL [b
z
L

co s (z ) - (a z 2

L 2 - 1) sin (z ) ]
　　实际工业过程对象在无时滞时往往是稳定的,

而时滞的存在则是导致系统不稳定或性能变差的根

源。对于一个二阶加纯滞后过程,一般可假定 k > 0,

a > 0, b > 0,L > 0。

　　如下定理给出了使得闭环系统稳定的参数 kp ,

k i, k d 区域的确定方法。

　　定理 1　在 k > 0, a > 0, b > 0,L > 0的假设

条件下,对于由式 (1) 给定的被控对象G (s) ,闭环系

统稳定的充分必要条件是:参数 kp ∈ (m ax (- 1ök ,

kp low ) , kpup ) , k i和 k d 满足下列不等式

k i > 0,　k d > -
b
k

,　kp >
ak i

b + kk d
-

1
k

k i - k d
z 2

1

L 2 < h 1, ⋯, k i - k d
z 2

e- 2

L 2 < h e- 2

k i - k d
z 2

2

L 2 > h 2, ⋯, k i - k d
z 2

f - 2

L 2 > h f - 2

(11)

　　1) kp low 和 kpup 分别为

kp (z ) =

1
k [ (a z 2

L 2 - 1) co s (z ) +
b

L
z sin (z ) ]

在区间 (0,∞) 中极小值的上确界和极大值的下确

界;

　　2) z j > 0 ( j = 1, 2,⋯, ) 是给定参数 kp 条件下

∆i (z ) 的根;

　　3) 当 j为奇数时,设 k i - k d (z 2
j öL 2) = h j与 k i =

0交点处的 k d 为 k dj ,则 e是满足 k de < k d1 的最小奇

数;

　　4) 当 j为偶数时,设 k i - k d (z 2
j öL 2) = h j与 k i -

k d (z 2
1öL 2) = h 1交点处的 k d为 k dj ,则 f 是满足 k df >

k d2 的最小偶数;

5) h j = h (z j ) =

z j

kL [b
z j

L
co s (z j ) - (a z 2

j

L 2 - 1) sin (z j ) ]
　　证明　第 1步:验证引理 2的条件 2)。不妨取

Ξ0 = z 0 = 0,则

∆′i (z 0) ∆r (z 0) - ∆i (z 0) ∆′r (z 0) =
kk i (kkp + 1)

L

由假设和式 (4) 知, 若 k i > 0, kp > - 1ök , 则

∆′i (z 0) ∆r (z 0) - ∆i (z 0) ∆′r (z 0) > 0。

　　第2步:验证引理2的条件1)。由式 (10) 可求出

∆i (z ) 的根,即

∆i (z ) =
z
L [kkp - (a z 2

L 2 - 1) co s (z ) -

b
z
L

sin (z ) ] = 0

由此可推出 z = 0,或

　kp =
1
k [ (a z 2

L 2 - 1) co s (z ) +
b

L
z sin (z ) ] (12)

进一步可得

k′p [ ( j -
1
2 ) Π] =

1
k [ (- 1) j (a (2j - 1) 2Π2

4L 2 - 1) + (- 1) j - 1 b
L ]

　　　　　　　　j = 1, 2,⋯ (13)
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　　　 k′p ( j Π) = (- 1) j j
k (2a

L 2 +
b

L ) Π

　　　　　　　　j = 1, 2,⋯ (14)

由式 (13) 和 (14) 知,在 k > 0, a > 0, b > 0,L > 0的

假设条件下,式 (12) 在 (2j - 1) Π处是严格单调递减
的,在 2j Π处是严格单调递增的。即式 (12) 是振荡发

散的, 且周期逐渐趋近于2Π。式 (12)的曲线如图2

所示,其中A ,B , C ,⋯为极值点。

　　以下利用引理 3来验证∆i (z ) 仅有单实根。将 s1

= L s代入∆3 (s) ,在该新的关于 s1的准多项式中,M

= 3,N = 1。选择 Γ= Πö4,使得 sin (Γ) ≠ 0, co s (Γ)

≠ 0。在图2 (a) 和图2 (b) 中给定k 3
p ∈ (- 1ök , kpa) ,

则 ∆i (z ) 在[ 0, 2Π- Πö4 ] = [ 0, 7Πö4 ]区间有 4个实

根, 包含一个在 z = 0处的根。由于∆i (z ) 是关于 z 的

偶函数,在[ - 7Πö4, 7Πö4 ] 区间, ∆i (z ) 有 7个实根,

而在[ 7Πö4, 9Πö4 ]区间, ∆i (z ) 无根,因此在[ - 2Π+

Πö4, 2Π+ Πö4 ]区间, ∆j (z ) 有 4N + M = 7个实根。

而在[ 2lΠ+ Πö4, 2 ( l + 1) Π+ Πö4 ]和[ - 2 ( l + 1) Π
+ Πö4, - 2lΠ+ Πö4 ] ( l = 1, 2,⋯, K ) 区间, ∆i (z ) 各

有 2个实根。因此,给定一个 k 3
p ∈ (- 1ök , kpa) ,从 l

= 1开始,在[ - 2lΠ+ Πö4, 2lΠ+ Πö4 ] 区间, ∆i (z )

有 4lN + M 个实根。

　　同理,在图 2 (c) 中给定 k 3
p ∈ (kpb, kpa) ,从 l =

2开始,在[ - 2lΠ+ Πö4, 2lΠ+ Πö4 ] 区间, ∆i (z ) 有

4lN + M 个实根。在图 2 (d) 中给定 k 3
p ∈ (kpd , kpc) ,

从 l = 3开始, 在[ - 2lΠ+ Πö4, 2lΠ+ Πö4 ] 区间,

∆i (z ) 有 4lN + M 个实根。因此可得出:给定一个 kp

∈ (m ax (- 1ök , kp low ) , kpup ) , 从一个足够大的 l 开

始,在[ - 2lΠ+ Πö4, 2lΠ+ Πö4 ]区间, ∆i (z ) 有 4lN

+ M 个实根。由引理 3知 ∆i (z ) 仅有单实根。

　　设 z j 为 ∆i (z ) 的根,则 ∆i (z ) 和 ∆r (z ) 的根相互

交错等价于 ∆r (z 0) > 0 (在第 1 步中已知 k i > 0) ,

∆r (z 1) < 0, ∆r (z 2) > 0, ∆r (z 3) < 0, ∆r (z 4) > 0,⋯。进

一步,由式 (9) 和 (11) 得

∆r (z 0) > 0 ] k i > 0

∆r (z 1) < 0 ] k i - k d (z 2
1öL 2) < h 1

∆r (z 2) > 0 ] k i - k d (z 2
2öL 2) > h 2

∆r (z 3) < 0 ] k i - k d (z 2
3öL 2) < h 3

∆r (z 4) > 0 ] k i - k d (z 2
4öL 2) > h 4

(15)

其中 h j = h (z j ) , j = 1, 2,⋯, K。

　　由于式 (15)有无穷多个不等式,故需对其进行

(a)　当 a
Π2

4L 2 - 1 >
b

L
时　　　　　　　　　 (b)　当 a

Π2

4L 2 - 1 <
b

L
< a

9Π2

4L 2 - 1时

(c)　当 a
9Π2

4L 2 - 1 <
b

L
< a

25Π2

4L 2 - 1时　　　　　　 (d)　当 a
25Π2

4L 2 - 1 <
b

L
< a

49Π2

4L 2 - 1时

图 2　式 (12) 中 kp相对于 z 的曲线
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简化。从图 2 看出, z j 随着 j 的增加逐渐趋于 ( j -

3ö2) Π。当 j 为奇数时, lim
j→∞

co s (z j ) = 0, lim
j→∞

sin (z j )

= - 1。设 k i - k d (z 2
j öL 2) = h j 与 k i = 0交点处的 k d

为 k dj ,则

k dj = -
L 2h j

z 2
j

=

-
L
k [

b
L

co s (z j ) - (a z j

L 2 -
1
z j

) sin (z j ) ]
由此可推出,如果k de < k d1 (e为奇数) ,则当 j > e时,

k dj < k d1。

　　当 j为偶数时, lim
j→∞

co s (z j ) = 0, lim
j→∞

sin (z j ) = 1。

设 k i - k d (z 2
j öL 2) = h j 与 k i - k d (z 2

1öL 2) = h 1交点

处的 k d 为 k dj ,则

k dj = L 2 h 1 - h j

z 2
j - z 2

1
=

L 2h 1

z 2
j

+
L
k [ (a z j

L 2 -
1
z j

) sin (z j ) -
b

L
co s (z j ) ]

1 - (z 2
1öz 2

j )

由此可推出,如果 kdf > k d2 (f 为偶数) , 则当 j > f

时, k dj > k d2。

　　综上所述,对于由式 (1) 给定的被控过程G (s) ,

由引理 2得闭环系统稳定的充分必要条件是: 对于

任意给定的参数kp∈ (m ax (- 1ök , kp low ) , kpup ) , k i和

k d 满足不等式 (11)。□

4　P ID 参数的整定
　　本章基于定理 1, 利用线性规划给出设计非脆

弱 P ID 稳定化控制器的方法。首先确定 kp low 和 kpup。

由于式 (12) 是振荡发散的,可取比其下一个极小值

大的极小值为 kp low , 而取比其下一个极大值小的极

大值为 kpup。然后整定 P ID 控制器的参数。将式 (16)

写成ΑT
i x < Βi, x = [k i, k d ]T , i为约束不等式的个数。

由不等式族 (11) 可确定凸多边形 P = {x ûΑT
i x ≤

Βi}。

　　求解凸多边形内切圆问题可通过求解如下线

性规划问题而得到

m ax r

s. t. ΑT
i x c + ‖Αi‖r≤ Βi

(16)

其中 x c是内切圆的圆心。

　　由于每个kp∈ (m ax (- 1ök , kp low ) , kpup ) 对应一

个由不等式族 (11)确定的凸多边形,这样便确定了

一个内切圆半径 r。由最大内切圆半径可确定参数

kp , k i和 k d,而 (k i, k d) 的值就是取最大内切圆的圆心

在 k i - k d 平面的坐标值。

5　仿真示例
　　对于一个高阶过程对象

(a)　kp , k i, k d 没有偏离设计值　　　　　　　　　　　 (b )　分别偏离 - 1. 5, 1. 5, - 1. 5

(c)　分别偏离 1. 5, - 1. 5, - 1. 5　　　　　　　　　　 (d)　分别偏离 1. 5, 1. 5, - 1. 5

图 3　系统的阶跃响应

(下转第 39页)
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下,研究了柔性 Job shop 计划与调度集成化问题。

针对问题的结构特点,建立了两层数学规划模型。根

据模型求解涉及的决策问题的特点,综合运用门槛

接受算法、遗传算法和启发式规则,提出了混合启发

式求解算法。实例计算表明,所提出的算法能综合考

虑各层次决策问题并求得问题的近优解,表现出良

好的求解性能和应用前景。
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G (s) =
1

(s2 + s + 1) (s + 2) 2e- 0. 1s

利用文献 [ 3 ] 提出的方法, 通过两个连续继电反馈

实验可辨识出二阶加纯滞后模型

G
δ(s) =

0. 222
1. 256s2 + 1. 101s + 1

e- 0. 837s

则 kp low = - 4. 504 5, kpup = 10. 099 5。P ID 控制器为

C (s) = 4. 257 9 +
4. 274 5

s
+ 7. 910s,最大内切圆半

径 r = 4. 274 5。

　　文献[ 3 ] 提出的 P ID 控制器为 C′(s) = 1. 503

+
1. 366

s
+ 1. 715s。对于本文和文献[ 3 ]的两种控制

器,所得闭环系统单位阶跃响应如图 3所示。其中实

线为本文方法,虚线为文献[ 3 ] 方法。从图 3可以看

出,本文方法在控制器参数产生一定摄动时,系统仍

具有较高的稳定性。

6　结　　语
　　本文利用经典的H erm ite2B ieh ler 稳定性定理

在准多项式稳定性问题上的推广,给出使得二阶加

纯滞后过程闭环稳定的 P ID 参数区域。以最大内切

圆半径为目标函数,通过求解线性规划问题来确定

非脆弱 P ID 控制器的参数。仿真实验验证了理论结

果的有效性。为获得更为理想的系统响应的动态性

能,可利用线性规划的方法,在系统闭环稳定的 P ID

参数区域内,通过满足多个目标要求来进行优化设

计。
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