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参数和时延不确定性离散时间系统的 H∞鲁棒控制
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摘　要: 针对含有参数和时延不确定性线性离散时间系统的鲁棒控制问题, 构造改进的 Lyapunov 函

数,并采用 LMI 与 H ∞鲁棒控制相结合的方法, 使得系统在不含外界未知扰动时, 只需满足一个矩阵不

等式,便可通过状态的静态反馈控制使闭环系统达到二次稳定; 而在系统含有外界未知扰动时,结合基

于离散时间系统的无源性控制方法,同样只需满足一个矩阵不等式,便可通过状态的静态反馈控制使得

闭环系统达到理想的干扰抑制作用。
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Robust H∞ control for discrete-time systems with parameter

uncertainty and time-delayed uncertainty
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Abstract: A new robust H ∞ contr o l method is pr esented in t erms of linear matr ix inequality ( LMI )

appro ach for the discret e-time sy st ems w it h par ameter uncertaint y and time-delay ed uncer taint y. When

a matr ix inequality is satisfied, based on the modified Lyapunov function, t he system w ithout unknow n

disturbance can be quadra tically stabilized under stat ic state feedback contro l. Furt hermo re, w hen

ano ther ma trix inequality is sat isfied, the sy stem with unknow n dist urbance can be quadrat ically

stabilized w ith a disturbance att enuation under static st ate feedback cont ro l by a innovative passive

cont ro l met hod.
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1　引　　言

　　不确定性参数和时延的存在, 会影响线性离散

时间系统的稳定性, 同时会削弱系统对外界未知扰

动的抑制率。许多学者对含参数不确定性的线性离

散时间系统进行研究[ 1～5] , 设计了状态反馈控制器

或输出反馈控制器, 使得闭环系统具有较好的稳定

性和对外界未知扰动的抑制率。近年来,对既含参数

不确定性又含固定时延的线性离散时间系统也有了

不少研究成果[ 6～10]。

　　针对状态系数矩阵存在不确定项的线性离散系

统, Garcia
[ 3]
和 Caliskan

[ 5]
采用静态状态反馈控制,

使得闭环系统是二次稳定的。Xie
[ 11]设计的动态输

出反馈控制器, 使得既有状态系数矩阵不确定性又

有输入矩阵不确定性的系统达到了对干扰的抑制率

为 1的二次稳定。针对具有外部未知扰动输入而没

有控制输入的不确定性离散时间系统, Yuan等
[ 1]通
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过求解辅助系统,得出使原系统的闭环系统具有干

扰抑制率 �的二次稳定性。针对具有固定状态时延
的离散系统, Verriest [ 12]设计了静态状态反馈控制

器,使得在一个矩阵不等式有解的条件下, 系统达到

渐近稳定。当离散系统含参数不确定性和固定时延

时, Song
[ 6]设计了静态反馈控制器,使得系统在满足

两个矩阵不等式时, 可以达到渐近稳定且干扰抑制

率为 �。针对具有连续时间对象和离散时间控制器
的系统, Halevi和 Ray

[ 13, 14]
采用增广状态空间法表

示,增广状态中除包含对象和控制中的现有状态外,

还包含对象输入/输出的过去值,从而得到一个有限

维的时变离散时间模型。但该控制方法仅适用于时

延固定的系统,并且采用的增广状态的维数正比于

系统的时延, 当系统维数较高时,增广后的系统维数

会很高,从而增加了计算的复杂度。

　　本文针对既含有参数不确定性又含有时延不确

定性的线性离散时间系统,构造改进的适用于此类

离散时间系统的 Lyapunov 函数, 并采用 LM I 与

H ∞鲁棒控制相结合的控制方法, 使不确定性离散

时间系统在不含外界未知扰动时, 只需满足一个矩

阵不等式,便可通过状态的静态反馈控制使闭环系

统达到二次稳定; 而在系统含有外界未知扰动时,结

合采用基于离散时间系统的无源性控制方法,同样

只需满足一个矩阵不等式,便可通过状态的静态反

馈控制使得闭环系统达到理想的干扰抑制作用。

2　问题描述

　　设被控对象为如下数学模型( �  )

x k+ 1 = ( A +  A
A  

) x k + ( E +  E
E  

) x k- ! +

( B +  B
B 

) uk + Rd k ( 1)

z k = Cx k ( 2)

其中: x k∈R
n
, x k- !∈R

n
, uk ∈R

m
1, dk∈ R

m
2 和 z k∈

R
l 分别为系统的状态变量、存在时延的状态变量、

系统输入、外界未知扰动和控制输出; A , E , B , R 和

C 为有相应维数的系数矩阵,且外界未知扰动 dk ∈

l2 [ 0, ∞)。由于测量和建模的不精确性, 系统中存在

不确定项  A ,  E 和  B,类似于文献[ 5～ 11] 的假

设,本文设定

[  A ,  E ,  B ) = L  k [M1 ,M 2,M 3]

其中: L ∈ R
n×∀;M1 ,M2 ∈ R

#×n ;M3 ∈ R
#×m1 ;  k ∈

R
∀×#;  tk k ≤ I。

　　系统( �  ) 中的时延量 !是随时间变化的, 并不
是一个固定值,它的变化范围是( 0, !m) 中的整数。

　　在没有外界未知扰动时,即 dk = 0, 系统( �  )

可写为( � u )

x k+ 1 = ( A +  A
A 

) x k +

( E +  E
E 

) x k- ! + ( B +  B
B 

) uk ( 3)

　　若不考虑系统输入,即uk = 0, 则系统( � u )可写

为( � D )

x k+ 1 = ( A +  A
A 

) x k + ( E +  E
E 

) x k- ! ( 4)

　　 文献 [ 8] 针对时延未知但不变的系统构造

Lyapunov 函数来设计控制器, 本文则在此基础上通

过增加加权系数 ∃以构造出改进的适用于时延未知
且时变离散时间系统的 Lyapunov 函数,即

V k : = x
t
kPx k + ∑

!
m

i= 1
( x

t
k- i∃iWx k- i ) =

%tk �diag ( P , ∃W ,⋯, ∃!mW ) �%k
其中: 0 < P = P

t , 0 < W = W
t , 0 < ∃≤1/ 2, %k =

[ x tk, x tk- 1 ,⋯, x tk- !
m
] t。则V k ≥ 0, 且

V k+ 1 = x
t
k+ 1Px k+ 1 + ∑

!
m

i= 1

( x tk+ 1- i∃iWx k+ 1- i)

 V k: = V k+ 1 - V k =

x
t
k+ 1Px k+ 1 - x

t
kPx k + x

t
k∃Wx k -

∑
!
m
- 1

i= 1

x
t
k- i( ∃i - ∃i+ 1 )Wx k- i - x

t
k- !

m
∃!mWx k- !

m

　　引理 1　对既不存在外界未知扰动, 又不存在

系统输入的系统( � D ) , 若存在0< P = P
t, 0 < W =

W
t ,满足矩阵不等式

A
t
 ( k) PA  ( k) -

　P + ∃W
A

t
 PE 

E
t
 PA  

- ∃!mW +

　E
t
 PE  

< 0 ( 5)

则系统( � D ) 是二次稳定的。

　　证明　由式( 5) 可得:对任何 &k = [ x tk , x tk- !] t

≠ 0,有

&tk

A
t
 ( k ) PA  ( k ) -

　P + ∃W
A

t
 PE  

E
t
 PA  

- ∃!mW +

　E
t
 PE 

&k < 0 ( 6)

由式( 4) 展开上式得

 V- k: = x
t
k+ 1Px k+ 1 - x

t
kPx k + x

t
k∃Wx k -

x
t
k- !∃!mWx k- !< 0

因为 - x
t
k- !(∃!- ∃!+ 1)Wx k- ! < - x

t
k- !∃!mWx k- !, 由

文献[ 7, 8] 可知系统( �D ) 是二次稳定的。□
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　　注 1　若系统( � D ) 是二次稳定的,且存在 0 <

P = P
t, 0 < W = W

t ,使得

�x
t
k- !∃!mWx k- ! - ∑

!
m
- 1

i= 1

x
t
k- i (∃i - ∃i+ 1)Wx k- i -

x
t
k- !

m
∃!mWx k- !

m� < � V k �

成立,则式( 5) 有解。

3　系统( �u) 的 H∞ 鲁棒控制

　　引理 2
[ 7]
( Schur 补引理)　已知 3个矩阵 Z1 =

Z
t
1, 0 < Z2 = Z

t
2和 Z3,则 Z1 + Z

t
3Z

- 1
2 Z3 < 0,当且仅

当
Z1 Z

t
3

Z3 - Z2

< 0或
- Z2 Z3

Z
t
3 Z1

< 0。

　　引理3
[ 8] (矩阵逆引理)　对任何具有适当维数

的非奇异实矩阵 Z1及实矩阵 Z2 , Z3和 Z4 ,有

( Z1 + Z2Z3Z4 ) - 1 =

Z
- 1
1 - Z

- 1
1 Z2[ Z

- 1
3 + Z4Z

- 1
1 Z2 ]

- 1
Z4Z

- 1
1

　　引理 4
[ 8]　给定矩阵 Z1 , Z2和 Z3,则

Z1 + Z3 kZ2 + Z
t
2 t

kZ
t
3 < 0,　�  k:  t

k k ≤ I

当且仅当

Z1 + ∋- 1
Z3Z

t
3 + ∋Z t

2Z2 < 0　� : ∋> 0。

　　定理 1　对系统( �u ) , 若存在矩阵 0 < P = P
t
,

0 < W = W
t
,以及正实数(1, (2和(3 ,满足线性矩阵

不等式

- P + ∃W + (- 1
1 M

t
1M 1 +

A
t
{) - 1

+ (3B(M t
3M 3)

- 1
B
t
}
- 1
A < 0 ( 7)

其中

) = {P- 1 - E � ∗ - 1 �E t -

　　 ((1 + (2 + (3 ) L L
t} - 1 > 0 ( 8)

∗ = ∃!mW - (- 1
2 M

t
2M 2 > 0

则系统( � u) 通过静态控制律 uk = Kx k 反馈控制后

的闭环系统是二次稳定的。其中

K = - {B
t)B + (- 1

3 M
t
3M 3}

- 1
B
t) A ( 9)

　　证明　 通过静态控制律 uk = Kx k 反馈后,式

( 3) 改写为

x k+ 1 = {A c + L  kM c

A
c 

} x k + ( E +  E
Ec 

) x k- !

其中: A c = A + B �K ,M c = M 1 + M 2 �K。利用式
( 8) 和引理 3,将式( 7) 展开,可得

- P + ∃W + (- 1
1 M

t
1M 1 + A

t)A -

A
t)B[ B t)B + (- 1

3 M
t
3M3 ] - 1

B
t) A < 0

由 A c的表达式和式( 9) ,上式可改写为

　　　　 - P + ∃W + (- 1
3 K

t
M

t
3M 3K +

　　　　 (- 1
1 M

t
1M1 + A

t
c) A c < 0

由引理 2, 上式可写为

　 - P + ∃W +

(- 1
3 K

t
M

t
3M3K + (- 1

1 M
t
1M 1

A
t
c

A c - ) - 1

< 0

再利用引理 4,且由A c 和 M c 的表达式,可得

- P + ∃W A t
c 

A c - P - 1 + (2L L t + E �∗ - 1 �E t
< 0

利用引理 2, 上式可写为

- P + ∃W + A
t
c {P - 1 -

(2L L
t - E � ∗ - 1 �E t} - 1

A c < 0

令 + = ( P - 1 - (2L L
t ) - 1 ,由引理 3展开上式得

A
t
c + A c - P + ∃W +

A
t
c + E( ∗ - E

t + E) - 1
E
t + A c < 0

两次引用引理 2, 得

- P + ∃W 0 A
t
c 

0 - ∗ E
t

A c E - P
- 1 + (2L L

t

< 0

由引理 4,上式可写为

- P + ∃W 0 A
t
c 

0 - ∃!mW E
t

A c E - P
- 1

+

[ 0　M 2　0] t t
k[ 0　0　L

t] +

[ 0　0　L
t
]
t k [ 0　M 2　0] < 0

经合并且利用引理 2, 得

- P + ∃W 0

0 - ∃!mW
+

A
t
c 

E
t
c 

P [ A c 　E c ] < 0

因此, 根据引理 1可得系统( � u ) 通过静态控制律 uk

= Kx k 反馈控制后的闭环系统是二次稳定的。□

4　系统( � ) 的H∞ 鲁棒控制

　　定理 2　对系统( �  ) ,任意给定实数 �> 0, 若

存在0 < P = P
t , 0 < W = W

t, 以及正实数(1, (2和
(3,满足线性矩阵不等式

- P + ∃W + C
t
C + (- 1

1 M
t
1M1 +

A
t{ , - 1 + (3B (M t

3M3 ) - 1
B

t} - 1
A < 0 ( 10)

其中

, = {P - 1 - �- 2
RR

t - ( (1 + (2 +

　　(3 ) L L
t
- E � ∗ - 1 �E t

}
- 1
> 0

∗ = ∃!mW - (- 1
2 M

t
2M2 > 0

且 � k ≤ 0, x k = 0。则系统( �  ) 通过静态反馈控制

uk = K
 
x k控制后的闭环系统可以实现对干扰的抑制

率为 �,其中
K
 = - {B t,B + (- 1

3 M
t
3M3} - 1

B
t, A
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　　证明　 通过静态控制律 uk = K
 
x k 反馈后,式

( 1) 变为

x k+ 1 = ( A c + L  kM c

A
c 

) x k +

( E +  E
E
c 

) x k- !+ Rd k ( 11)

其中A c = A + B �K
 ,M c = M1 + M 2 �K

 。
　　因为 � k ≤ 0, x k = 0,所以 V 0 = 0。设 H : =

 V k + z
t
k z k - �2d tkdk , H- : =  V- k + z

t
kz k - �2d tkd k,仿

定理 1的推导可得
- P + ∃W +

C tC + A t
c P A c 

A t
c PE c A t

c  PR

E t
c P A c  

- ∃!mW +

　E t
c PE c  

E t
c PR

R tPA c R tPE c  - �2I + R tP R

< 0

令 &k = [ x tk, x tk- !, d tk ] t ,则

H- =

&tk

- P + ∃W +

CtC + A t
c  P A c 

A t
c PE c A t

c PR

E t
c P A c 

- ∃!mW +

E t
c PE c 

E t
c PR

R tPA c R tPE c - �2I + R tP R

&k < 0

所以

H =

&tk

- P + ∃W +

C tC + A t
c PA c 

A t
c PE c A t

c P R

E t
c PA c � E t

c P R

R tPA c R tPE c - �2I + R tPR

%k < 0

其中

� = - ∑
!
m
- 1

i= 1

x
t
k- i (∃i - ∃i+ 1)Wx k- i -

x
t
k- !

m
∃!mWx k- !

m
+ E

t
c PEc 

展开并利用式( 11) 得

H ( x , d, k) =  V k + z
t
k z k - �2d t

kdk < 0

　　因此根据离散时间系统的无源性控制理论[ 8] ,

可得系统( �  ) 通过静态控制律 uk = K
 
x k 反馈控制

后的闭环系统可以达到对干扰的抑制率为 �。□
　　从定理 2可以看出,当dk = 0时, H ( x , d , k) =

 V k + z
t
k z k < 0,所以 V k < 0。此时通过满足式( 10)

的反馈控制 uk = K
 
x k, 也可实现闭环系统的二次稳

定。

5　仿真实例

　　离散时间系统的各参数选取如下

A =
1 - 0. 3

0. 2 0. 5
,　E =

0. 2 0

0 0. 1

B =
1. 2

0. 4
,　R =

0. 1

0. 1

C = [ 0. 2　0. 1] ,　L =
0. 1 0

0 0. 1

M1 = M 2 = [ 0. 1　0. 1]

∃= 0. 5,　!m = 3

　　显然( � D ) 的标称系统

x k+ 1 = A x k + Ex k- !

不是二次稳定的。

　　存在 (1 = 0. 1, (2 = 10, (3 = 1, P = diag ( 2. 5,

2. 5) , Q = diag ( 1. 3, 1. 3) 满足定理 1中的矩阵不等

式,可以构造系统的反馈控制

uk = [ - 0. 826 1　0. 218 6] x k

使得( � u) 是二次稳定的。

　　选取( �  ) 对干扰的抑制率为 �= 0. 6,存在 (1
= 0. 1, (2 = 10, (3 = 1, P = diag ( 2. 2, 2. 3) , Q =

diag( 1. 2, 1. 1) , 满足定理 2中的矩阵不等式, 可以

构造系统的反馈控制

uk = [ - 0. 813 1　0. 159 9] x k

使得( �  ) 对干扰的抑制率为 0. 6。

　　 注 2　 从仿真实例可以看出, 不等式( 7) 和

( 10) 是可能有解的,又由定理 1和定理 2推导过程

的可逆性(引理 2～ 引理 4中的条件是充分必要

的) , 可以看出不等式( 5) 有解存在的可能性。针对

含有不变时延的系统, M agdi
[ 8]
给出了类似于不等

式( 5) 的矩阵不等式, 作为判别系统二次稳定的条

件。

6　结　　论

　　本文针对含有参数不确定性和时延不确定性的

线性离散时间系统,首先构造改进的适用于此类离

散时间系统的 Lyapunov 函数; 然后采用所提出的

LM I 和 H ∞鲁棒控制相结合的控制方法,使得不确

定性系统不含外界未知扰动时,在满足一个矩阵不

等式的条件下, 通过状态的静态反馈控制达到闭环

系统的二次稳定,而在系统含有外界未知扰动时, 结

合采用基于离散时间系统的无源性控制方法, 同样

只需满足一个矩阵不等式, 便可通过状态的静态反

馈控制达到理想的干扰抑制作用。
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