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模糊决策的基础——模糊集比较与排序

李 荣 钧
(华南理工大学 工商管理学院, 广东 广州 510640)

摘　要: 研究模糊决策中模糊集的比较与排序问题。通过引入模糊极大集和模糊极小集为参照系统并

以海明距离为计量工具,定义了两个模糊效用函数和一个模糊优先关系作为模糊集的排序指标。前者适

合于多个模糊集的整体分析,后者适合于两两之间的比较判别。对于两个模糊集的排序问题,模糊效用

函数自动退化为相应的模糊优先关系。系统分析了 3种指标的性能及关系,并举例说明了它们的应用。
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Basis of fuzzy dec ision—Com par ison and rank ing of fuzzy sets

L I R ong 2jun

(Co llege of Business A dm in ister, Sou th Ch ina U niversity of T echno logy, Guangzhou 510640, Ch ina)

Abstract: T he p rob lem of comparison and rank ing of fuzzy sets in decision m ak ing is studied. Tw o

fuzzy u tility functions and a fuzzy p reference rela t ion are p ropo sed on the basis of fuzzy m axim um set,

fuzzy m in im um set and H amm ing distance. T he fuzzy u tility functions are used to rank m ultip le fuzzy

sets, w h ile the fuzzy p reference rela t ion is used to compare tw o fuzzy sets. W hen there ex ist on ly tw o

fuzzy sets, the fuzzy u tility functions are reduced au tom atically to co rresponding fuzzy p reference

rela t ions. T he p ropert ies of, and rela t ionsh ip s among, the fuzzy u tility functions and fuzzy p reference

rela t ion are analyzed system atically. A n illustra t ive examp le is given fo r demonstra t ion.
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1　引　　言
　　由于模糊环境下的决策事物常被表示为相应的

模糊集合,故模糊决策最终归结为对模糊集的比较

与判别。1976年以来,已有许多文献发表了模糊集

排序的方法。但这些方法在复杂情形下都或多或少

地缺乏分辨力,甚至与人们的直觉相抵触。迄今为

止,没有任何一种方法被公认是最好的,也没有一个

简单的法则可据以判别和解释那些能被人们普遍接

受的所谓黄金选择。

　　现有的模糊集排序方法可划分为两种基本类

型: 一是采用效用函数的形式将每个模糊集独立地

映射到实数轴上,从而得到一个以实数大小为准的

自然顺序; 二是在模糊集两两之间建立一个优先关

系,并按照模糊集的优先程度来确定它们的优劣。这

两种方法在特定决策情形下的分辨能力互有强弱,

其决策结果也并不总是一致的。为慎重起见,决策者

往往要分别采用多种方法进行试比较后才能作出决

断[1 ]。

　　本文在N akam u ra [2 ]和 Yuan [3 ]的研究基础上以

模糊极大集和模糊极小集为基准,以海明距离为计

量工具,定义了两个模糊效用函数和一个模糊优先

关系作为模糊集的排序指标。前者适合于多个模糊

集的整体分析,后者适合于两两之间的比较判别。当

只有两个模糊集存在时,模糊效用函数将自动退化
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为相应的模糊优先关系。

2　模糊集与模糊运算
　　定义 1　实数域R 中的模糊子集A

�定义为ΛA�:

R → [ 0, 1 ], 式中 ΛA� (x ) 表示 x 属于A
� 的程度, 且

Π x , y ∈R , Κ∈ [ 0, 1 ]。

　　1) A� 是正则模糊集,当且仅当

sup
x∈R

ΛA� (x ) = 1 (1)

　　2) A
� 是凸模糊集,当且仅当

ΛA� (Κx + (1 - Κ) y ) ≥m in{ΛA� (x ) ∧ ΛA� (y ) }

(2)

　　3) A�的Α截集是实数域R 中的清晰子集A Α,定

义为

A Α = {x ûΛA� (x ) ≥ Α} (3)

　　定义2　设A
�与B

�是实数域R中的两个正则凸

模糊子集,分别具有连续隶属函数 ΛA� (x ) 和 ΛB� (y )。

令“ü”代表一个经典算子,如 + , - , ×, ∧, ∨等,

而令 (ü) 代表相应的模糊算子,则加于A�,B� 上的模
糊运算A� (ü)B

� 被定义为
ΛA� (ü)B� (z ) = sup

x , y : z = x üy
{ΛA� (x ) ∧ ΛB� (y ) } (4)

　　定义 3　实数域R中的模糊优先关系R 是一个

R ×R 空间中的模糊子集,具有隶属函数ΛR (A�,B�) ,

ΠA�,B� Α R ,式中 ΛR (A�,B�) 表示A
� 优于B� 的程度:

　　1) R 是互补的,当且仅当

ΛR (A�,B
�) = 1 - ΛR (B�,A

�) (5)

　　2) R 是可传递的,当且仅当

ΛR (A�,B�) ≥ 1ö2

和

ΛR (B�, C�) ≥ 1ö2] ΛR (A�, C�) ≥ 1ö2 (6)

　　3) R 是模糊序关系,当且仅当R 是互补的和可

传递的。

3　模糊集排序方法分析
3. 1　Nakam ura 方法

　　N akam u ra [2 ] 在模糊集A
�

i,A
�

j 之间定义了模糊

优先关系R
�

N ,具有隶属函数

　ΛRN
(A� i,A� j ) =

1
∃ [d H (A�L

i ,A�L
i ∧A�L

j ) +

d H (A�R
i ,A�R

i ∧A�R
j ) ],　∃ ≠ 0

1
2

,　∃ = 0

　

(7)

式中

d H (A� i,A
�

j ) =∫x∈R
ûΛA� i

(x ) - ΛA� j
(x ) ûdx

是模糊集A� i,A� j 之间的H amm ing距离; A�L 与A�R 是

A
� 的左、右模糊集,定义为

　ΛA�R (y ) = sup
y≤x

ΛA� (x ) ,　ΛA�L (y ) = sup
y≥x

ΛA� (x ) (8)

而A�L
i ∧A�L

j 和A�R
i ∧A�R

j 是由式 (4) 定义的模糊极小

集;此外

∃ = d H (A�L
i ,A�L

i ∧A�L
j ) + d H (A�L

j ,A�L
i ∧A�L

j ) +

d H (A�R
i ,A�R

i ∧A�R
j ) + d H (A�R

j ,A�R
i ∧A�R

j ) (9)

　　ΛRN
(A� i,A� j ) 的具体计算方式见图 1。

图 1　Nakamura 方法

　　图 1中各部分面积的意义及相互关系为

d H (A�L
i ,A�L

i ∧A�L
j ) = s4

d H (A�R
i ,A�R

i ∧A�R
j ) = s1

d H (A�L
j ,A�L

i ∧A�L
j ) = s3 + s5

d H (A�R
j ,A�R

i ∧A�R
j ) = s2 + s5 (10)

从而有

ΛR�N
(A� i,A� j ) =

s2 + s3 + 2s5

s1 + s2 + s3 + s4 + 2s5

ΛR�N
(A� j ,A� i) =

s1 + s4

s1 + s2 + s3 + s4 + 2s5
=

1 - ΛR�N
(A� i,A

�
j ) (11)

　　N akam u ra证明了 ΛR�N
(A� i,A� j ) 是互补的和可传

递的, 因而是一个模糊序关系。但从决策的角度看,

ΛR�N
(A� i,A

�
j ) 有致命的缺陷: 当两个模糊集充分靠近

时, ΛR�N
(A� i,A� j ) 可能取 0～ 1之间的任何数值,而不

是必然地趋近于 1ö2。换言之,N akam u ra 的决策

曲线是不连续的 , 当客观条件处于临界状态时 ,

ΛR�N
(A� i, A

�
j ) 的取值变得捉摸不定。造成N akam u ra

决策可预见性差的原因是该指标只考虑了模糊集之

间的差异性,而忽略了模糊集之间的同一性。

3. 2　Y uan 方法

　　Yuan [3 ] 定义了模糊差A� i - A� j与实数 0之间的

优先关系R Y (A� i - A
�

j , 0) ,具有隶属函数

ΛR Y
(A� i - A� j , 0) =

(Κ1 + Κ2) öΚ,　Κ> 0

1ö2,　Κ= 0
(12)

式中 Κ= Κ1 + Κ2 + Κ3 + Κ4,而
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　　　　Κ1 =∫Α: (A� i- A� j
)R

Α> 0
(A� i - A� j ) R

ΑdΑ (13a)

　　　　Κ2 =∫Α: (A� i- A� j
)L

Α> 0
(A� i - A� j ) L

ΑdΑ (13b)

　　　　Κ3 =∫Α: (A� i- A� j
)R

Α< 0
(A� i - A� j ) R

ΑdΑ (13c)

　　　　Κ4 =∫Α: (A� i- A� j
)L

Α< 0
(A� i - A� j ) L

ΑdΑ (13d)

　　　　
(A� i - A

�
j )L

Α = inf
ΛA� i- A�j

(z )≥Α
(z )

(A� i - A
�

j ) R
Α = sup

ΛA� i- A� j
(z )≥Α

(z )
(14)

其计算方法见图 2。

图 2　Yuan 方法

图中: Κ1 = s1′+ s2′, Κ2 = s2′, Κ3 = s3′, Κ4 = s3′+ s4′,

且

ΛR�Y
(A� i - A� j , 0) =

s′1 + 2s′2
s′1 + 2s′2 + 2s′3 + s′4

(15)

与图 1对比可知: s′1 = s2 + s4 + s6, s′2 = s5, s′3 = 0,

s′4 = s1 + s5 + s6。

　　Yuan方法的最大特点在于它不是对模糊集A
�

i,

A
�

j 直接比较,而是用模糊差值A
�

i - A
�

j 与实数 0间

接比较。通过这一转换,模糊集A
�

i,A
�

j 之间的异同从

A
�

i - A
�

j 中得到综合反映, 而不同于N akam u ra 方

法,仅比较二者的最好情形和最坏情形,因而克服了

临界状态下指标的不可测性, 使决策的变化过程趋

于平稳。

4　新模糊集排序方法
　　从图 1和图 2可知,N akam u ra指标和Yuan 指

标均为面积参数 s1, s2, s3, s4, s5, s6在特定条件下的组

合。其中 s6体现了A� i,A� j 之间的同一性,而其它参数

刻画了二者的差异性。显然,不同的判别准则导致不

同的参数组合。考虑到多个模糊集排序的一般情形

和两个模糊集比较的特殊情形, 本文首先定义下面

的模糊极大集和模糊极小集, 然后以海明距离为计

量工具,构造所需的模糊效用函数和模糊优先关系。

　　定义 4　设有 n 个实数域上的正则模糊集A
�

1,

A�2,⋯,A�n , 其模糊极大集记为m ax, 模糊极小集记

为m in,具有隶属函数
　Λm ax～ (x ) = sup

x = x 1∨x 2∨⋯∨x n

(x 1, x 2,⋯, x n
)∈R n

m in (ΛA�1
(x 1) ,⋯, ΛA�n

(x n) )

(16)

　Λm in
～ (x ) = sup

x = x 1∧x 2∧⋯∧x n

(x 1, x 2,⋯, x n
)∈R n

m in (ΛA 1
(x 1) ,⋯, ΛA n

(x n) )

(17)

　　定义 5　对于实数域上的正则模糊集A
�

i ( i =

1, 2,⋯, n ) ,定义模糊效用函数

f 1 (A� i) =
A� i 与m in 之间的差异

m ax 与m in 之间的差异
=

d [A� iL ,m inL ] + d [A� iR ,m inR ]

d [m axL ,m inL ] + d [m axR ,m inR ]

　　　m ax ≠m in

0. 5,　m ax = m in

(18)

f 2 (A� i) =

A
�

i与m in 的差异 + A
�

i 与m in 的交

m ax 与m in 的差异 + 2倍m ax 与m in 的交
=

d (Aδ
iL ,m inL ) + d (Aδ

iR ,m inR ) +

d (m axL ,m inL ) + d (m axR ,m inR ) +
→

←
d (Aδ

i∩m in, 0)

2d (m ax ∩m in, 0)
(19)

式中 d (A�, 0) =∫S (A�)
ΛA� (x ) dx。可以证明, f 1 (A� i) 和

f 2 (A� i) 具有以下性质:

　　1) 如果A
�

i = m in,则
0≤ f 1 (A� i) = m in

j
{f 1 (A� j ) }≤ 1

0≤ f 2 (A� i) = m in
j

{f 2 (A� j ) }≤ 1
(20)

　　2) 如果A� i = m ax,则
0≤ f 1 (A� i) = m ax

j
{f 1 (A� j ) }≤ 1

0≤ f 2 (A� i) = m ax
j

{f 2 (A� j ) }≤ 1
(21)

　　3) ΠA
�

i ( i = 1, 2,⋯, n ) , f 1 (A� i) , f 2 (A� i) ∈ [ 0,

1 ]。
　　4) 当 n = 2时, 模糊效用函数 f 1 (A� i) 和 f 2 (A� i)

分别退化为模糊优先关系R 1 (A� i,A
�

j ) 和R 2 (A� i,A
�

j )。
其计算公式借助于面积参数写为

R 1 (A� i,A
�

j ) =
s2 + s3 + 2s5

s1 + s2 + s3 + s4 + 2s5

R 2 (A� i,A
�

j ) =
s2 + s3 + 2s5 + s6

s1 + s2 + s3 + s4 + 2s5 + 2s6

(22)
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　　5) 模糊优先关系 R 1 (A� i,A
�

j ) , R 2 (A� i,A
�

j ) 是互

补的和可传递的,因而是模糊序关系[1, 2 ]。

　　6)　f 2 (A� i) > f 2 (A� j ) Ζ f 1 (A� i) > f 1 (A� j )

　　　　R 2 (A� i,A
�

j ) ≥ 0. 5Ζ R 1 (A� i,A
�

j ) ≥ 0. 5

　　7) 判别准则: Π i, j ∈ {1, 2,⋯, n}

f 1 (A� i) > f 1 (A� j ) →A
�

i > A
�

j

f 2 (A� i) > f 2 (A� j ) →A
�

i > A
�

j

R 1 (A� i,A
�

j ) ≥ 0. 5→A
�

i > A
�

j

R 2 (A� i,A� j ) ≥ 0. 5→A� i > A� j

(23)

不难验证

R 1 (A� i,A� j ) = R N (A� i,A� j )

R 2 (A� i,A� j ) = R Y (A� i,A� j )
(24)

　　故 f 1 (A� i) 和 f 2 (A� i) 可视为N akam u ra 指标和

Yuan 指标的自然推广, 不仅内涵更加丰富, 且计算

效率也有所提高。譬如, 对 n 个模糊集的排序问题,

采用N akam u ra 或 Yuan 定义的模糊关系, 要计算

n (n - 1) ö2个指标值,但采用式 (18) 或式 (19) 定义

的模糊函数,只要计算 n 个指标值即可。

　　f 1 (A� i) 和 f 2 (A� i) 的排序原则均基于模糊集与

模糊极小集的差异越大越好的想法。如果改为模糊

集与模糊极大集的差异越小越好, 则可构造与

f 1 (A� i) 和 f 2 (A� i) 对应的互补指标。在 f 2 (A� i) 中引进

模糊集与模糊极小集的交, 是为了改进排序指标在

临界状态下的稳定性;至于将指标写成比值的形式,

主要是出于归一化的考虑, 与模糊集的排序原则没

有关系。

　　对于两个模糊集的比较问题,也可采用另一种

思考方式。仍以模糊极大集和模糊极小集为参照基

准,则模糊集与模糊极大集的交越大越好,而与模糊

极小集的交越小越好。将这一排序原则体现在指标

中,可定义下面的模糊优先关系。

　　定义 6　对于实数域上的正规模糊集A
�

i,A
�

j ,

定义模糊优先关系

R 3 (A� i,A� j ) =

[A� i与m ax 的交 + A� j 与m in 的交 ]ö
[A� i 与m ax 交 + A� i与m in 交 +

A
�

j 与m ax 交 + A
�

j 与m in 交 ] =

[d (A� i ∩m ax, 0) + d (A� j ∩m in, 0) ]ö
[d (A� i ∩m ax, 0) + d (A� i ∩m in, 0) +

d (A� j ∩m ax, 0) + d (Aδ
j ∩m in, 0) ] (25)

或采用面积参数写为

R 3 (A� i,A
�

j ) =
s2 + s3 + 2s6

s1 + s2 + s3 + s4 + 4s6
(26)

　　式 (25) 给出了一种新的模糊集排序指标,它具

有与 R 1 (A� i,A� j ) , R 2 (A� i,A� j ) 同样的性质, 但表现略

为保守,即

R 3 (A� i,A
�

j ) ≥ 0. 5] R 1 (A� i,A
�

j ) ≥ 0. 5

R 3 (A� i,A
�

j ) ≥ 0. 5] R 2 (A� i,A
�

j ) ≥ 0. 5
(27)

　　例 1　考虑图 3中的模糊集排序问题

A�1 = (2, 3, 9) ,　A�2 = (0, 3; 6, 10)

A�3 = (2, 6, 7)

图 3　例题分析

　　采用不同排序方法的计算结果见表 1。
表 1　计算结果比较

指标
模　糊　集

A 1 A 2 A 3

序　列

f 1 0. 29 0. 49 0. 69 A 3 > A 2 > A 1

f 2 0. 40 0. 50 0. 60 A 3 > A 2 > A 1

指标
模　糊　集

A 1, A 2 A 2, A 3 A 1, A 3

序　列

R 0. 47 0. 46 0. 41 A 3 > A 2 > A 1

R N 0. 33 0. 38 0. 14 A 3 > A 2 > A 1

R Y 0. 45 0. 44 0. 35 A 3 > A 2 > A 1

　　显然, 5 种不同指标所给出的排序结果是相互

一致的。但比较而言,模糊效用函数的分辨力要强于

模糊优先关系,且所需的计算工作量较少。
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