
第 18卷 第 2期
V o l. 18 N o. 2

　控　制　与　决　策
　Con trol and D ecision　

2003年 3月
　M ar. 2003

　　文章编号: 100120920 (2003) 0220225204
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摘　要: 应用多维情形的二阶插值公式构造新型非线性滤波器。该滤波器不需非线性函数的偏导计算,

便能代替常规的扩展卡尔曼滤波器,并有滤波精度高、数值计算稳定和适用范围宽等优点。仿真实例表

明新滤波器具有较高的性能。
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New non l inear f ilter ing a lgor ithm of num er ica l robustness
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(R esearch Inst itu te of A utom ation, East Ch ina U niversity of Science and T echno logy, Shanghai 200237, Ch ina)

Abstract: A new nonlinear filter to use second2o rder in terpo lat ion fo rm ula is constructed. T he filter

con tains no part ia l derivatives of non linear functions and can substitu te fo r the common extended

Kalm an filter ( EKF ). It has h igh filtering accuracy, num erical stab ility and w ider range of

app licat ions. A sim ulation examp le demonstra tes the h igh perfo rm ance of the new filter.
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1　引　　言
　　推广卡尔曼滤波器 (EKF)是一种应用极为广

泛的非线性系统滤波方法。EKF 与线性卡尔曼滤波

器形式类似,但在递推公式中需要非线性函数的偏

导计算,不能象线性滤波那样事先离线计算增益和

协方差阵,并与常规卡尔曼滤波一样,数值稳定性较

差,初值不易确定。为了改善上述常规滤波算法的数

值稳定性, 并提高计算效率, 自 20 世纪 70 年代以

来,人们提出了平方根滤波、U 2D 分解滤波、奇异值
分解滤波等数值鲁棒的滤波算法[1 ]。

　　应用 Stirling 内插公式[2 ]来计算均值、方差和

协方差,构造新型滤波器,不需计算函数的偏导数,

仅需要函数估计值,甚至非线性函数不连续且存在

奇异点 (无导数存在)也能进行状态估计,其滤波精

度类似于二阶的 EKF。本文分别介绍多维情形的内

插公式,均值、方差和协方差的二阶估计,新型滤波

器的实现及其仿真。

2　多维情形的内插公式
　　在讨论多维情形的内插法之前,首先介绍一维

函数的内插公式及其逼近精度。将任意连续函数用

二阶 T aylo r级数展开,有

f (x )≈ f (xθ) + f ′DD (xθ) (x - xθ) +

f ″DD (xθ)
2. (x - xθ) 2 (1)

用中心差商代替一阶和二阶导数,即

　　f ′DD (xθ) =
f (xθ + h ) - f (xθ - h )

2h

　　f ″DD (xθ) =
f (xθ + h ) + f (xθ - h ) - 2f (xθ)

h 2
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再用 T aylo r级数展开,则式 (1) 可写成

　　f (x ) =

　　f (xθ) + f ′(xθ) (x - xθ) +
f ″(xθ)
2. (x - xθ) 2 +

　　 (f
(3) (xθ)
3. h 2 +

f
(5) (xθ)
5. h 4 + ⋯) (x - xθ) +

　　 (f
(4) (xθ)
4. h 2 +

f
(6) (xθ)
6. h 4 + ⋯) (x - xθ) 2

　　从以上展开式可以看出,前 3项与二阶 Taylo r

展开式相同, 后两项对应高阶项, 其精度由 h 来控

制。显然,用中心差商代替一阶和二阶导数得到的展

开式,其精度高于一般二阶 T aylo r级数的精度。

　　下面引入两个重要定义,并将一维情形推广到

多维情形。

　　定义 1 (多维情形)　设 x ∈R n , y = f (x ) 为函

数向量,则在 x = xθ 附近用内插公式展开,有

　y = f (xθ + ∃x )≈ f (xθ) + D
�

∃x f +
1
2

D�2
∃x f (2)

其中

D
�

∃x f =
1
h (∑

n

p = 1
∃x p Λp ∆p ) f (xθ)

D�2
∃x f =

1
h 2 (∑

n

p = 1

(∃x p ) 2∆2
p +

　　　∑
n

p = 1
∑

n

q= 1, q≠p

∃x p ∃x q (Λp ∆p ) (Λq∆q) ) f (xθ)

这里: ∆p 为第 p 差分算子, Λp 为均值算子。

　　 定义 2 (线性变换)　 设 z = S - 1x , f� (z ) ≡

f (S z ) = f (x ) ,则

2Λp ∆p f
� (zλ) = f

� (zλ + hΕp ) - f
� (zλ - hΕp ) =

f (xθ + hsp ) - f (xθ - hsp ) (3)

称 S 为线性变换矩阵, sp 是矩阵S 的第 p 列。这里S

对下面状态变量和输出变量的均值、方差和协方差

的求取非常有用。

3　均值、方差和协方差的二阶估计 [3 ]

　　 假设 x 是随机向量, 其均值和方差为 xθ =

E [x ], P x = E [ (x - xθ) (x - xθ) T ],并定义随机向量

函数的均值和方差为

yθT = E [ f (x ) ]

(P x ) T = E [ (f (x ) - yθT ) (f (x ) - yθT ) T ]

(P x y ) T = E [ (x - xθ) (f (x ) - yθT ) T ]

取 P x 的Cho lesky因式分解的因子作为线性变换矩

阵 S x ,则 z = S - 1
x x , P x = S xS

T
x。函数 f� (z ) 的二阶内

插展开式为

y≈ f
� (zλ) + D

�
∃z f

� +
1
2

D
�2

∃z f
�

这里设 ∃z 为零均值高斯分布,各元素互不相关。

　　1) 函数均值二阶估计

yθ =
h 2 - n

h 2 f (xθ) +

1
2h 2∑

n

p = 1
[ f (xθ + hsx , p ) + f (xθ - hsx , p ) ] (4)

其中: sx , p 为 sx 的第 p 列, n 为 x 的维数。

　　2) 函数方差二阶估计

p y =
1

4h 2∑
n

p = 1
[ f (xθ + hsx , p ) -

f (xθ - hsx , p ) ] [ f (xθ + hsx , p ) -

f (xθ - hsx , p ) ]T +
h 2 - 1

4h 2 ∑
n

p = 1
[ f (xθ +

hsx , p ) + f (xθ - hsx , p ) - 2f (xθ) ] [ f (xθ +

hsx , p ) + f (xθ - hsx , p ) - 2f (xθ) ]T (5)

　　3) 自变量 x 与因变量 y 的协方差

P x y =
1

2h∑
n

p = 1

sx , p [ f (xθ + hsx , p ) -

f (xθ - hsx , p ) ]T (6)

4　非线性系统状态估计
4. 1　一般非线性系统卡尔曼滤波问题

　　考虑一般非线性系统,状态方程和观测方程可

表示为

x k+ 1 = f (x k , u k , v k )

y k = g (x k ,w k )

　　假设过程噪声 v k 和观测噪声w k 均为与状态变

量 x k互不相关的高斯白噪声,并且 v k～ (vλk ,Q (k ) ) ,

w k～ (w{ k , R (k ) )。对于上述问题, 标准的卡尔曼滤

波方法可概括如下:

　　1) 验前状态和方差估计

xθk = E [x k ûY k- 1 ] (7)

Pϖ (k ) = E [ (x k - xθk ) (x k - xθk ) T ûY k- 1 ] (8)

其中 Yϖk- 1 = [y 0, y 1,⋯, y k- 1 ]T。

　　2) 验后状态增益阵和状态估计

K k = P x y (k ) P - 1
y (k ) (9)

x
δ

k = xθk + K k (y k - yθk ) (10)

　　3) 状态方差阵的修正

Pδ(k ) = E [ (x k - xδk ) (x k - xδk ) T ûY k ] =

Pϖ (k ) - K kP y (k ) K T
k (11)

4. 2　数值鲁棒的非线性滤波方法[3～ 5 ]

　　根据上节讨论的均值、方差和协方差二阶估

计,以及标准的卡尔曼滤波方法,可导出数值鲁棒且

滤波精度高的新型滤波器。首先给出 4 个方阵的

Cho lesky 因式分解和 8个重要矩阵。

　　1) Cho lesky因式分解
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Q = S vS
T
v ,　R = S w S T

w

Pϖ = SθxS
θT

x ,　P
δ = S

δ
xS

δT
x

(12)

　　2) 重要矩阵

S
(1)
x xδ (k ) = {S

(1)
x xδ ( i, j ) } =

{ (f i (x
δ

k + hs
δ

x , j , u k , vλk ) -

f i (x
δ

k - hs
δ

x , j , u k , vλk ) ) ö2h} (13)

S
(1)
x v (k ) = {S

(1)
x v ( i, j ) } =

{ (f i (x
δ

k , u k , vλk + hsv , j ) -

f i (x
δ

k , u k , vλk - hsv , j ) ) ö2h} (14)

S
(1)
y xθ (k ) = {S

(1)
y xθ ( i, j ) } =

{ (g i (xθk + hsγx , j ,w{ k ) -

g i (xθk - hsγx , j ,w{ k ) ) ö2h} (15)

S
(1)
yw (k ) = {S

(1)
yw ( i, j ) } =

{ (g i (xθk ,w{ k + hsw , j ) -

g i (xθk ,w{ k - hsw , j ) ) ö2h} (16)

S
(2)
x xδ (k ) =

{
h 2 - 1
2h 2 (f i (x

δ
k + hsδx , j , u k , vλk ) +

f i (x
δ

k - hs
δ

x , j , u k , vλk ) - 2f i (x
δ

k , u k , vλk ) ) } (17)

S
(2)
x v (k ) =

{
h 2 - 1
2h 2 (f i (x

δ
k , u k , vλk + hsv , j ) +

f i (x
δ

k , u k , vλk - hsv , j ) - 2f i (x
δ

k , u k , vλk ) ) } (18)

S
(2)
y xθ (k ) =

{
h 2 - 1
2h 2 (g i (xθk + hsγx , j ,w{ k ) +

g i (xθk - hsγx , jw
{

k ) - 2g i (xθk ,w{ k ) ) } (19)

S
(2)
yw (k ) =

{
h 2 - 1
2h 2 (g i (xθk ,w{ k + hsw , j ) +

g i (xθk ,w{ k - hsw , j ) - 2g i (xθk ,w{ k ) ) } (20)

　　3) 验前状态均值和方差二阶估计

　根据式 (4) 函数均值推导过程,可得验前状态均

值二阶估计

xθk+ 1 =
h 2 - nx - nv

h 2 f (x
δ

k , u k , vλk ) +

　　　 1
2h 2∑

nx

p = 1

(f (x
δ

k + hs
δ

x , p , u k , vλk ) +

　　　f (x
δ

k - hs
δ

x , p , u k , vλk ) ) +

　　　 1
2h 2∑

nv

p = 1

f (x
δ

k , u k , vλk + hsv , p ) +

f (x
δ

k , u k , vλk - hsv , p )

根据式 (5) 中函数方差的估计结果,并应用式 (13) ,

(14) , (17) , (18) ,可得验前状态方差的二阶估计

Pϖ (k + 1) = Sθx (k + 1)Sθ x (k + 1) T (21)

其中

Sθ x (k + 1) =

[S
(1)
x xδ (k )　S

(1)
x v (k )　S

(2)
x xδ (k )　S

(2)
x v (k ) ]

　　4) 验后状态增益阵和状态估计

　　根据式 (4) 计算输出向量的均值

yθk =
h 2 - nx - nw

h 2 g (xθk ,w{ k ) +

　　 1
2h 2∑

nx

p = 1
g (xθk + hsγx , p ,w{ k ) +

　　g (xθk - hsγx , p ,w{ k ) +

　　 1
2h 2∑

nw

p = 1
g (xθk ,w{ k + hsw , p ) +

　　g (xθk ,w{ k - hsw , p )

根据式 (6) 和 (15) 计算状态向量和输出向量的协方

差阵

P x y (k ) = Sθx (k )S
(1)
y xθ (k ) T (22)

根据式 (5) , (15) , (16) (19) , (20) , 可得输出向量方

差阵

P y (k ) = S y (k )S y (k ) T (23)

其中

S y (k ) = [S
(1)
y xθ (k )　S

(1)
yw (k )　S

(2)
y xθ (k )　S

(2)
yw (k ) ]

图 1　滤波器算法流程
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(a)　x 1 的比较

(b)　x 2的比较

(c)　x 3 的比较

图 2　3种滤波方法误差下降速率比较

验后状态增益

K k = P x y (k ) [S y (k )S y (k ) T ]- 1 (24)

验后状态估计

xδk = xθk + K k (y k - yθk ) (25)

　　5) 状态方差阵的修正

Pδ(k ) = Pϖ (k ) - K kP y (k ) K T
k =

Sδx (k )S
δ

x (k ) T (26)

其中

S
δ

x (k ) = [Sθx (k ) - K kS
(1)
y x (k ) , K kS

(1)
yw (k ) ,

K kS
(2)
y x (k ) , K kS

(2)
yw (k ) ] (27)

　　上述滤波器算法流程如图 1所示。

5　仿真实例
　　为验证新型滤波器算法的有效性,考虑一个非

线性随机系统。该系统的状态方程和观测方程如下

　　　xα1 = - x 2 + v 1

　　　xα2 = - exp (- 5× 105x 1) x 2
2x 3 + v 2

　　　xα3 = v 3

　　　y = 2× 105 + (x 1 - 105) 2 + w

　　初始状态 x (0) = [ 3× 105, 2× 104, 10- 3 ],状

态方差 Pϖ (0) = diag ( [ 106, 4× 106, 10- 4 ])。假定过

程噪声 v 和观测噪声w 都是均值为 0 的白噪声序

列,其方差Q = diag ( [ 0, 0, 0 ]) , R = 104。

　　对于上述实例, 分别应用扩展卡尔曼滤波方

法、一阶差分滤波器和二阶差分滤波器,其状态估计

结果如图 2所示。从图中可以看出,本文所介绍的二

阶差分滤波器比前二者滤波精度高,数值鲁棒性好。

6　结　　论
　　本文采用二阶差分来计算状态均值、方差和协

方差,并应用Cho lesky 因式分解增加了滤波器数值

的鲁棒性。仿真结果表明,新滤波器优于常规滤波

器,适用于高度非线性和高噪声的系统。该滤波器易

于实现,对各种非线性模型均可使用,因此其应用范

围远远大于常规的卡尔曼滤波器。
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(a)　基于线性 PCA 方法

(b)　基于非线性 PCA 方法

图 4　基于 SPE贡献图的故障分离结果

图 4 (a) 中各变量对SPE贡献都较大,因此无法对故

障进行分离,甚至出现误报。而在图 4 (b) 中,反应浓

度CA 对出现的异常贡献最大,因此可以认为反应浓

度CA 值出现了异常,从而找出了故障源。可见,由于

非线性 PCA 更全面地描述了系统特征,因此更适合

过程监视和故障诊断。

4　结　　论
　　本文改进了输入训练神经网络学习算法,并提

出了基于输入训练神经网络的非线性 PCA 故障诊

断方法。对CSTR 的仿真研究结果表明,该方法可

以克服线性PCA方法在提取过程变量非线性特征

方面的不足,并能够准确地进行故障检测和分离。由

于采用双网络 (输入神经网络和BP 网络)机制实现

非线性主元的识别,因此该方法可用于在线过程监

测和故障诊断。非线性 PCA 方法同时提取了历史数

据集中的线性信息和非线性信息, 同线性 PCA 相

比,它能更全面准确地描述系统, 因此非线性 PCA

故障诊断方法必将成为故障诊断领域的研究热点。
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