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离散系统鲁棒稳定的简化条件及其反馈控制方法

史 忠 科
(西北工业大学 自动控制系, 陕西 西安 710072)

摘　要: 给出了一种离散系统鲁棒稳定性的分析方法。通过对离散系统不确定部分不同表达式的研究,

提出一种系统鲁棒稳定判别不等式。为解决系统鲁棒稳定性的实际计算问题,给出了离散系统鲁棒稳定

性的另一种描述,并由此描述和不等式恒等变形,得到新的鲁棒稳定性判据。该判据结构简单,很容易判

定系统的鲁棒性。在此基础上 ,给出了系统鲁棒反馈控制的设计方法。
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Sim pl if ied cond ition and feedback con trol m ethod
for robust stabil ity of d iscrete- t im e l inear system s
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Abstract: A new app roach to analyze discrete2t im e system robust stab ility is p resen ted. T h rough

studying differen t descrip t ions fo r the uncerta in part of system s, inequality fo r system robust stab ility is

developed. To get the so lu tion of po sit ive m atrix, w h ich invo lves comp lex computation of non linear

po lynom ial m atrix inequ ity, a new descrip t ion of robust stab ility of discrete2t im e system is given and an

equ ivalen t transfo rm ation of the inequality is m ade. T hus a simp le and num erical efficien t m ethod fo r

the determ ination of robust stab ility of discrete2t im e system is ob tained. Based on the new criterion,

the design m ethod of robust feedback con tro ller is carried ou t.
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1　引　　言
　　通常系统的模型总是存在这样或那样的不确定

性。特别是离散时间系统,模型中不仅含有不确定因

素和线性化等误差,而且还存在着离散化的误差。这

样,用精确数学模型对系统分析的结果或设计出的

控制器常常不满足工程要求。近年来,人们对不确定

离散时间系统鲁棒控制问题展开了研究,并取得了

一系列研究成果[1～ 12 ]。然而,现有的离散系统鲁棒

稳定性结果过于复杂,很难实际计算。为此,本文提

出一种简明、实用的离散系统鲁棒稳定性分析和控

制器设计方法。

2　鲁棒稳定问题描述
　　设线性离散系统的状态方程为

x (k + 1) = [G (k ) + ∃G (k ) ]x (k ) (1)

式中: x ∈ R n 为状态向量; G 为已知的系数矩阵,且

G 的特征值模值全部小于 1; ∃G (k ) 为未知矩阵,以

下将 ∃G (k ) 简写成 ∃G。

　　根据李亚普诺夫稳定性定理可得

xT (k ) [G (k ) + ∃G ]TP [G (k ) +

∃G ]x (k ) - xT (k ) P x (k ) < 0 (2)

或
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[G (k ) + ∃G ]T P [G (k ) + ∃G ] - P < 0 (3)

如果存在正定矩阵 P 使式 (3) 成立,则系统 (1) 鲁棒

稳定。另一方面,由式 (3) 可得

[G (k ) + ∃G ]T [G (k ) + ∃G ] - I < 0 (4)

因此,式 (4) 成立时也说明系统具有鲁棒稳定性。

　　 在实际中, ∃G 无法准确给出, 但可估计出 ∃G

取值的上、下界范围。从式 (3)或式 (4)很难判定不同

∃G取值下的系统鲁棒稳定性能。为此,本文给出以

下判定方法。

3　鲁棒稳定性判别式
　　设

∃G = E FH (5)

式中‖F‖ < 1为对角矩阵。此时,式 (1) 可写成

x (k + 1) = [G (k ) + E FH ]x (k ) (6)

为简单起见,将G (k ) 用G表示。由式 (3) 和 (5) 可得

　　[GT + H TF T E T ]P [G + E FH ] - P =

　　GT PG + H TF T E TPG + G TP E FH +

　　H TF T E T P E FH - P < 0 (7)

　　当 Ε- 1 I - E T P E > 0时,有

[GT P E (Ε- 1 I - E T P E ) - 1ö2 -

H T F T (Ε- 1 I - E T P E ) 1ö2 ] ×

[GT P E (Ε- 1 I - E T P E ) - 1ö2 -

H T F T (Ε- 1 I - E T P E ) 1ö2 ]T =

G T P E (Ε- 1 I - E T P E ) - 1E T PG -

H T F TE T PG - G T P E FH +

H T F T (Ε- 1 I - E T P E ) FH ≥ 0 (8)

因此有

H T F T E TPG + G T P E FH + H T F T E TP E FH ≤

G TP E (Ε- 1 I - E TP E ) - 1E T PG + Ε- 1H TH (9)

　　将式 (9) 代入 (7) ,则式 (1) 所示系统的鲁棒稳

定性条件为

[GT + H T F TE T ]P [G + E FH ] - P ≤

G T PG - P + G T P E (Ε- 1 I - E T P E ) - 1E T PG +

Ε- 1H TH < 0 (10)

根据矩阵反逆公式,式 (10) 右端前两项可写为

G TPG + G TP E (Ε- 1 I - E T P E ) - 1E TPG =

G T {P - 1 [P - 1 + E (Ε- 1 I -

E T P E ) - 1E T ]- 1P - 1}- 1G =

G T (P - 1 - ΕE E T ) - 1G (11)

将式 (11) 代入 (10) ,可得

[GT + H T F T E T ]P [G + E FH ] - P ≤

G T (P - 1 - ΕE E T ) - 1G - P + Ε- 1H TH (12)

这样,系统稳定性问题可用如下条件表示,即

GT (P - 1 - ΕE E T ) - 1G -

P + Ε- 1H TH < 0 (13)

　　分析式 (1) 所示系统鲁棒稳定性条件式 (10) 或

(13) 可知, 正定矩阵 P 很难从式 (10) 或 (13) 中求

解。为此,给出下述的鲁棒稳定性新判据。

4　鲁棒稳定性的另一种表达
　　由式 (3) 可得

[G (k ) + ∃G ]T P [G (k ) + ∃G ] - P =

GT (k ) PG (k ) + ∃G T P ∃G +

GT (k ) P ∃G + ∃G TPG (k ) - P < 0 (14)

而对于任意非零常数 Κ,有

[ΚG (k ) - Κ- 1∃G ]TP [ΚG (k ) - Κ- 1∃G ] =

Κ2G T (k ) P G (k ) + Κ- 2∃GT P ∃G +

G T (k ) P ∃G + ∃G TPG (k ) ≥ 0 (15)

将式 (15) 代入 (14) ,可得

[G (k ) + ∃G ]T P [G (k ) + ∃G ] - P ≤

(1 + Κ2)GT (k ) PG (k ) + (1 +

Κ- 2) ∃GT P ∃G - P < 0 (16)

如果存在正定矩阵 P 使式 (16) 成立,则系统 (1) 鲁

棒稳定。

　　式 (16) 可写成

(1 + Κ2)GT (k ) P G (k ) +

(1 + Κ- 2) ∃G T P ∃G - P =

[ (1 + Κ2) G T (k ) (1 + Κ- 2) ∃G T ] ×

P 0

0 P

(1 + Κ2) G (k )

(1 + Κ- 2) ∃G
-

[ I　0 ]
P 0

0 P

I

0
< 0 (17)

由式 (17) 可得

(1 + Κ2)GT (k )G (k ) +

(1 + Κ- 2) ∃G T ∃G - I < 0 (18)

式 (18) 给出了系统鲁棒稳定性的另一种描述。

　　将式 (5) 代入式 (18) 中,可得

(1 + Κ2)G T (k )G (k ) +

(1 + Κ- 2)H T F T E TE FH - I < 0 (19)

当 F T F < I时, F T E TE F - E TE < 0。这样,由式 (19)

可得

(1 + Κ2)G T (k )G (k ) +

(1 + Κ- 2)H T E T EH - I < 0 (20)

式 (16) 或 (20) 即给出了系统鲁棒稳定的新判据。

5　鲁棒镇定控制
　　设线性离散系统的状态方程为

x (k + 1) = [G (k ) + ∃G ]x (k ) +
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[B (k ) + ∃B (k ) ]u (k ) (21)

式中: x ∈R n 为状态向量; u∈R m 为输入向量; G ,B

为已知的系数矩阵; ∃G , ∃B 为未知矩阵。

　　当系统不具有鲁棒稳定性时,取状态反馈

u (k ) = v (k ) - K x (k ) (22)

代入式 (21) 中,可得

x (k + 1) =

[G (k ) + ∃G - B (k ) K - ∃B (k ) K ]x (k ) +

[B (k ) + ∃B (k ) ]v (k ) (23)

选取闭环极点的模值均小于 1,且满足

(1 + Κ2) [G (k ) - B (k ) K - ∃B (k ) K ]T ×

[G (k ) - B (k ) K - ∃B (k ) K ] +

(1 + Κ- 2) ∃G T ∃G - I < 0 (24)

根据式 (20) 可知,当式 (24) 成立时,系统鲁棒稳定。

　　反馈矩阵的具体设计步骤为:

　　1) 估计出 ∃G T ∃G的最大特征值 Ρm ax [∃GT ∃G ];

　　2) 选取 Κ和所有的希望极点满足条件
(1 + Κ2) ûΡ[G (k ) - B (k ) K - ∃B (k ) K ]û <

1 - (1 + Κ- 2) ûΡm ax [∃G T ∃G ]û (25)

　　3) 求解状态反馈矩阵 K。

6　结　　语
　　离散系统的鲁棒稳定性方法具有较为广泛的

应用,但由于在系统鲁棒稳定性条件表达式中,正定

矩阵 P 需要涉及复杂的非线性矩阵不等式求解,因

此使得人们在处理实际问题时面临很大的困难。为

了解决实际应用问题, 本文给出了离散系统鲁棒稳

定性的新判断式 (16) 或 (20)。通过式 (16) , 人们在

求解正定矩阵P 时,仅需要涉及线性矩阵不等式。根

据式 (20) ,可通过系统极点分布确定系统的鲁棒性。

根据新的鲁棒稳定性判据, 本文给出了结构简单的

系统鲁棒反馈控制的设计方法。该方法不仅可处理

线性离散系统的鲁棒稳定性问题, 且可推广到非线

性离散系统中。
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