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摘　要: 讨论线性不确定系统的鲁棒可靠 H ∞控制问题。对于执行器和传感器同时失误的情况, 基于线

性矩阵不等式方法,给出了经估计状态反馈可靠 H ∞控制的设计方案。采用该方案设计的可靠控制系

统,不仅在系统运行良好的条件下,而且在系统的传感器和执行器元件均出现失误的情况下, 仍能确保

系统内部状态的稳定性,并同时满足给定的 H ∞性能指标。最后, 以一个数值例子说明了所给出结论的

有效性。
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Robust H∞ reliable control against simultaneous

failures of sensor and actuator

CH EN B ing
1 , ZH A NG Si-y ing

2

( 1. Depar tment of M athematics, Jinzhou Teacher′s Co llege , Jinzhou 121003, China ; 2. School

o f Information Science and Eng ineering, No rt hea stern Univ ersity , Shenyang 110004, China)

Abstract: The r eliable H ∞ cont ro l design problem for linear uncer tain systems is dealt with using

obser ver-based output feedback. A reliable contr ol design scheme is pr oposed for the case of a

simultaneous presence o f act uat or failur es and sensor failur es. An approach of linear matr ix inequalities

( LM Is) is developed to so lv e the pr oblem addressed. Based on this approach, obser ver-based feedback

cont ro l law s ar e designed t ha t guar antee closed-lo op asym pto tic stabilit y and reduction of t he effect of

an augmented disturbance input on the contr olled output of a prescribed lev el, not only when t he

sy st em is oper ating properly, but also under actuato r and sensor failur es. A numer ical ex ample is

pr esented to demonstr ate the applicability and effect iveness of the proposed approaches.
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1　引　　言

　　人们在设计控制系统时, 通常基于一个基本假

定, 即系统的传感器与执行器均处于良好的工作状

态,不出现任何失误。然而,系统在实际运行中由于

各种因素的影响,可能导致传感器或执行器的一些

元件出现失误。这时,按照理想状态设计的系统将难

以达到所期望的性能指标, 甚至导致系统不稳定。因

此,要求设计出一种可靠控制系统,在系统的某些元

件出现失误时, 也能保证系统的稳定性以及一些最

基本的性能。自从 M ac Farlance
[ 1]提出可靠控制这

一概念后, Shimemura 等
[ 2]便开始在状态空间中研

究相应的可靠控制问题。近年来, 人们在线性、非线

性系统的可靠控制设计方面取得了许多研究结果。

在系统不含未知因素的条件下 , Veillet te等
[ 3～5]
研
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究了可靠观测器的设计以及可靠 H ∞控制等问题;

Yang 等
[ 6]
则拓展了 Veillet te 的研究结果; Seo

等[ 7, 8]讨论了线性不确定系统经状态反馈后, 执行

器出现失误时的可靠控制问题; 其他研究结果可参

见文献[ 9～11]。目前,已有的可靠控制问题的研究

结果均针对传感器失误或执行器失误的情况,尚未

考虑传感器和执行器同时出现失误时可靠系统的设

计问题。

　　本文主要讨论系统的传感器和执行器同时出

现失误情况下系统的可靠控制问题。另外, 采用文献

[ 7] 提出的失误模型,即:若用 u
F
i 表示第 i个执行器

出现失误后的输出信号,则假定 u
F
i ∈L

2
[ 0,∞) ,而并非

简单地令u
F
i = 0; 对于传感器失误的情况, 亦作同样

的假定。显然, 与目前的一些失误模型[ 3～6, 9～11] 相

比,这样的失误模型更为复杂。本文将失误的执行器

和传感器的输出信号作为扰动输入, 利用 H ∞控制

技术对其进行处理, 基于线性矩阵不等式方法给出

了可靠 H ∞控制的设计方案, 在传感器和执行器同

时出现失误时,确保系统内部状态渐近稳定,并使失

误部分的输出和外部扰动输入对系统控制输出的影

响满足所给定的 H ∞性能指标。

2　系统描述及基本假定

　　考虑如下微分方程描述的线性不确定系统

x
�( t ) = [ A + �A ] x ( t) +

Bu( t ) + Gw ( t) ( 1a)

z ( t ) = H x ( t ) ( 1b)

y ( t ) = Cx ( t ) ( 1c)

其中: x ( t ) ∈R
n, u( t) ∈R

m和 w ( t ) ∈ R
q 分别为系

统的状态、控制输入和干扰输入向量; z ( t) ∈ R
p 和

y ( t) ∈ R
s
分别为系统的控制输出和测量输出; A ,

B, G, H 和 C 为实常数矩阵; �A ( t ) 为实值矩阵函

数,描述了系统的参数不确定性,并假设具有如下形

式

�A ( t) = MF( t ) E ( 2)

M ∈ R
n×i
和 E ∈ R

j×n
为已知的常数矩阵, F( t) ∈

R
i×j 为未知的矩阵函数,并满足不等式

F( t )
T
F ( t) ≤ I ( 3)

　　为讨论可靠控制的设计问题, 引入如下符号:

　　1) 符号 � � { 1, 2,⋯, m} 表示容许执行器失误

的集合,这类执行器在系统运行中可能出现失误。文

献[ 7] 指出, 这类执行器对于系统的镇定是多余的,

但可以起到改善系统性能的作用。

　　2) 符号�
-

= { 1, 2, ⋯, m } - � 表示在系统运行

中处于良好工作状态的执行器的集合, 这类执行器

对于系统的镇定或保持系统的基本性能是必不可少

的。

　　在此假定下,系统的执行器可分解为

B = B� + B �- ( 4)

其中B �
- 和B�是分别将B中对应于� 和�

-

的列取为

零列得到的。一个基本的假定是( A , B �- ) 是可稳定

的。设  = � 为一子集,则有

B = B  + B  - ( 5)

对传感器集合作同样分类,于是有

C = C ! + C !
- ( 6)

其中: ! � { 1, 2,⋯, s} 表示传感器元件可能失误的

子集, !
-

= { 1, 2,⋯, s} - ! 表示正常工作的传感器
元件子集。当 ∀� ! 时,有

C = C∀+ C ∀- ( 7)

并假定( A , C !
-

) 是可观测的。

3　主要结果及证明

　　为叙述本文结果, 引入符号 w
- = [ w

T
, ( u

F
 )

T
,

( y
F
∀)

T
]

T
, 这里 u

F
 和 y

F
∀分别表示失误的执行器和失

误的传感器的输出向量,  ∈ � , ∀∈ ! 。对于系统
( 1) , 考虑如下基于鲁棒观测器的控制器

x
� = A x

� + Bu + L [ y - Cx
�]

u = K x
� ( 8)

令 e = x - x
�表示观测误差,则得到误差动态方程

e
�= [ A - L C] e + �A x + Gw ( 9)

设计目标是选择观测增益矩阵 L 和反馈矩阵 K , 使

得在传感器和执行器所容许的失误集合 � 和 ! 内,

对于传感器和执行器的任何失误, 系统( 1) 和( 9) 所

形成的闭环系统二次渐近稳定, 并满足 H ∞性能指

标。对此本文有如下结果:

　　定理1　给定正数#> 0及集合� 和 ! , 对于任

意执行器失误子集 � � 和传感器失误子集 ∀� ! ,

闭环系统( 1) ～ ( 9) 是可二次稳定的,且在零初始条

件下控制输出满足不等式 ‖z‖2≤ #‖w
-‖2。如果

存在正常数 ∃1 > 0, ∃2 > 0以及正定矩阵 X 和 S, 分

别满足下述LM Is

　　

% 1 XH
T

X E
T

X E
T

XC
T
!

* - I 0 0 0

* * - ∃1I 0 0

* * * - ∃2I 0

* * * * - I

< 0 ( 10a)

　　

% 2 S G SM

* - #2
I 0

* * - ∃- 1
2 I

< 0 ( 10b)
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其中 * 表示其对称位置上元素的转置,而

% 1 = A X + XA
T

- B �- B
T
�- -

∃1MM
T + #- 2 ( B� B

T
� + GG

T )

% 2 = S A + A
T
S - C

T

!
- C !

- + K
T
K + #- 2

C
T
! C!

进而,反馈增益矩阵和观测增益矩阵为

K = - B
T
X

- 1
( 11a)

L = S
- 1
C

T
( 11b)

　　为证明定理 1,首先给出下面一个简单的引理:

　　引理 1
[ 12]　给定具有适当维数的常数矩阵 M

和 E 及函数矩阵 F( t ) ,满足不等式 F
T( t) F ( t) ≤ I ,

则对任意的正数 ∃> 0,有

MF( t ) E + E
T
F

T
( t) M

T
≤ ∃MM

T
+

1
∃E

T
E

　　证明　在定理1的条件下,假定传感器和执行

器的失误子集分别为 ∀� ! 和  � � ,则有

u = K  -x
� + u

F
 ,　y = C ∀- x + y

F
∀

其中K  - = - B
T
 -P。注意到L C∀= L ∀C∀, L ∀= S

- 1
C

T
∀,

将 u
F
 和 y

F
∀作为干扰输入,则闭环系统( 1) ～ ( 9) 可

表示为

x
�

e�
=

A + B -K  - - B -K  -

L ∀C∀ A - L C

x

e
+

　　　
�A 0

�A 0

x

e
+

G B 0

G 0 L ∀

w

u
F
 

y
F
∀

( 12a)

z = [ H　0]
x

e
( 12b)

于是闭环系统( 12) 的实现矩阵分别为

A c =
A + B -K  - - B -K  -

L ∀C∀ A - L C
+

�A 0

�A 0

Bc =
G B  0

G 0 L ∀
,　Cc = [ H　0]

选取对角正定矩阵 T = diag ( P , S) ,其中 P = X
- 1

且 X 和 S 满足式( 10) ,则有

T A c + A
T
cT +

1
#2T BcB

T
c T + C

T
cCc =

( A - B  -B
T
 -P ) T

P + PB  -B
T
 -P +

P ( A - B  -B
T
 -P ) C

T
∀L

T
∀S

PB  -B
T
 -P + ( A - QC

T
C) T

S +

S L ∀C∀ S ( A - QC
T
C)

+

P�A + �A T
P �A T

S

S �A 0
+

1
#2

P ( GG
T

+ B  B
T
 ) P PGG

T
S

SGG
T
P SGG

T
S + S L ∀L

T
∀S

+

　　
H

T
H 0

0 0
( 13)

应用引理 1, 有

P�A + �A T
P �A T

S

S �A 0
≤

∃1PMM
T
P + ∃- 1

1 E
T
E 0

0 0
+

∃2E
T
E 0

0 ∃- 1
2 SMM

T
S

( 14a)

0 PB  -B
T
 -P

PB -B
T
 - P 0

≤
PB -B

T
 -P 0

0 PB  -B
T
 -P

( 14b)

0 PGG
T
S

S GG
T
P 0

≤
PGG

T
P 0

0 SGG
T
S

( 14c)

0 C
T
∀L

T
∀S

S L ∀C∀ 0
=

0 - C
T
∀C∀

- C
T
∀C∀ 0

≤
C

T
∀C∀ 0

0 C
T
∀C∀

( 14d)

将式( 14) 代入( 13) 后,可得到

T A c + A
T
cT + 1

#2T BcB
T
c T + C

T
cCc ≤

diag ( & 1 , ∋ 1 ) ( 15)

其中

& 1 = A
T
P + PA - PB -B

T
 -P +

P∃1MM
T
P + #- 2

P ( GG
T

+ B  B
T
 ) P +

( ∃- 1
2 + ∃- 1

1 ) ET
E + H

T
H + C

T
∀C∀

∋ 1 = A
T
S + SA - 2C

T
C + PB  -B

T
 -P +

C
T
∀C∀+ #- 2

SGG
T
S + #- 2

C
T
∀C∀+ ∃2SMM

T
S

显然, TA c + A
T
c T +

1
#2 TB cB

T
cT + C

T
c Cc < 0的充分

条件是 & 1 < 0和 ∋ 1 < 0。利用如下基本事实

B �B
T
� = B B

T
 + B � -  B

T
� -  

B �- B
T

�- = B  -B
T
 - - B� -  B

T
� -  

C
T
! C ! = C

T
∀C∀+ C

T
! - ∀C! - ∀

C
T

!- C !- = C
T
∀- C ∀- - C

T
! - ∀C ! - ∀

其中 B� -  是通过将 B 中对应于 �
-

和  的列取为零
列得到的。同理确定 C ! - ∀,于是得

B �B
T
� ≥B  B

T
 ,　B �- B

T

�- ≤ B -B
T
 - ,　C

T
! C ! ≥ C

T
∀C∀

进而得

& 1≤ & =

A
T
P + PA - PB �- B

T

�- P + P∃1MM
T
P +

#- 2
P ( GG

T
+ B� B

T
� ) P +
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　　( ∃- 1
2 + ∃- 1

1 ) E
T
E + H

T
H + C

T
! C ! ( 16a)

　　∋ 1≤ ∋ =

　　A
T
S + S A - C

T
C + PBB

T
P +

　　#- 2
SGG

T
S + #- 2

C
T
! C ! + ∃2SMM

T
S ( 16b)

　　 对 式 ( 10a) 左 右 分 别 同 时 乘 以

diag ( P I I I I ) 后,利用 Schur 补定理,得

& = A
T
P + PA - PB �- B

T

�
- P +

P∃1MM
T
P + #- 2

P ( GG
T + B �B

T
� ) P +

( ∃- 1
2 + ∃- 1

1 ) E
T
E + H

T
H + C

T
! C ! < 0

( 16c)

对式( 10b) 利用 Schur 补定理,得

∋ = A
T
S + SA - C

T
C + PBB

T
P +

#- 2
S GG

T
S + #- 2

C
T
! C ! + ∃2SMM

T
S < 0

( 16d)

由式( 16c) 和( 16d) 知,如下不等式成立

A
T
c T + T A c + #- 2

T BcB
T
c T + C

T
cCc < 0

根据文献[ 12] 中的定义, 闭环系统( 1) ～ ( 9) 是具

有 H ∞性能指标二次稳定的。□

4　数值例子

　　考虑如下不确定线性系统

A =

- 2 0. 2 0. 35

- 0. 5 0. 15 - 0. 3

1 - 0. 2 - 0. 25

B =

0. 5 0

- 0. 65 - 0. 5

0. 5 - 0. 25

C =

1. 5 - 1. 5 1

0 2. 5 0. 5

0 0. 6 - 0. 35

M =

0. 5 0 0. 1

0 0. 5 0

0. 2 0 0. 2

,　G =

0

0. 2

0. 2

E =
0. 1 0. 1 0

0 0. 5 0

H =

0

0. 1

0. 5

T

, 　F( t ) =

sin t 0

0 cos t

0 0

执行器和传感器的失误集合分别为 � = { 2} , ! =

{ 3} ,则有

B � = B = [ 0　 - 0. 5　 - 0. 25]
T

C ! = C∀= [ 0　0. 6　 - 0. 35]

取 ∃1 = ∃2 = 1, #= 1, w = sin t ,求解LM Is( 10) ,得

　X =

0. 420 1 0. 221 3 0. 178 3

0. 221 3 0. 677 2 0. 561 4

0. 178 3 0. 561 4 1. 479 2

　S =

50. 859 9 - 5. 674 2 - 11. 344 0

- 5. 674 2 2. 940 6 3. 672 6

- 11. 344 0 3. 672 6 5. 136 5

进而得

K =
- 2. 064 3 2. 492 7 - 1. 035 4

- 0. 472 4 1. 029 2 - 0. 164 7

L =

- 3. 660 0 2. 781 3 0. 949 5

36. 776 8 - 29. 863 1 - 9. 738 7

- 34. 670 6 27. 407 2 9. 128 4

选取初值

[ x 1 ( 0)　x 2( 0)　x 3( 0) ] = [ 3　 - 3　5]

[ e1 ( 0)　e2 ( 0)　e3( 0) ] = [ 3　 - 3　5]

进行数值仿真。仿真结果如图 1和图 2所示。图 1为

当系统的执行器和传感器均处于良好工作状态时,

整个闭环系统的状态响应曲线; 图 2为当系统首先

在良好工作状态下运行2 s后,系统执行器和传感器

均出现失误时整个闭环系统的状态响应曲线。仿真

结果表明, 按本文提出的可靠控制设计方案设计出

图 1　无失误时闭环系统响应曲线

图 2　 出现失误时闭环系统响应曲线
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的控制系统, 不仅在系统元件处于良好工作条件下

能够正常运行,即使系统执行器和传感器在所限定

的失误集合内出现任何失误, 系统仍能正常运行并

保持较好的性能。

5　结　　语

　　本文讨论了线性不确定系统的可靠控制问题,

利用 H ∞控制技术给出了在系统的传感器和执行器

同时出现某些失误时可靠控制的设计方案。采用该

方案所设计的可靠控制在系统不出现失误时,可增

强系统的品质;当系统出现某些失误时,仍能保证系

统的正常运行。仿真例子进一步显示了所给出的设

计方案的设计步骤,同时证实了本文结论的有效性。
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