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摘　要: 研究 Delta算子描述的线性不确定离散系统在区域极点配置约束下的鲁棒 H ∞控制问题。目的

是设计状态反馈控制器,使得闭环极点位于预先指定的圆形区域, 且闭环系统传递函数的 H ∞范数小于

给定的正常数。基于 Delta 算子系统具有 H ∞范数界二次 D 可镇定的概念,导出状态矩阵和输入矩阵均

存在不确定性时, Delta算子系统具有 H ∞范数界的鲁棒区域极点配置的充要条件及其状态反馈设计。

研究结果表明,可将现有结果推广到更为一般的情形,并可统一处理连续与离散系统的相关问题。
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Abstract: T he problem of r obust H ∞ contro l fo r the delta oper ato r fo rmulated linear uncertain sy st ems

w it h circular pole const rains is studied. The st ate feedback contr oller s a re designed such that the closed

po les are located w ithin a prespecified circular reg ion, and t he H ∞ no rm o f the clo sed-loop t ransfer

function is less t han a giv en positiv e scalar for all admissible uncer taint ies. By int roducing the definitio n

o f quadrat ic D st abilizabilit y w ith H ∞ no rm -bound fo r delta oper ator systems, sufficient and necessar y

condit ions and the cor responding state feedback contro l law ar e developed. T he propo sed r esults can be

r egarded as ext ensions o f existing r esults on r obust H ∞ cont ro l and robust pole a ssignment of delta

operato r uncert ain sy stems.
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1　引　　言

　　目前关于控制系统的多目标设计问题已引起

人们的广泛重视。由于闭环极点对系统稳定性和动

态性能具有重要影响, 且易于理解,因此在考虑系统

的多指标综合时, 往往将闭环极点配置作为重要的

约束条件。例如区域极点配置与方差约束的综合控

制、极点配置与保成本控制的综合等。

　　与连续情形相比, 有关离散系统的多目标鲁棒

控制与H ∞控制的研究较少。文献[ 1] 研究范数有界

时变不确定性离散系统的鲁棒 H ∞控制问题, 将不

确定系统的鲁棒 H ∞控制转化为辅助系统的标准

H ∞控制, 给出了状态反馈实现方法。文献[ 2]研究
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了离散不确定系统的区域极点配置与 H ∞鲁棒镇定

的综合方法。然而现有结果均为传统移位算子描述

的控制算法, 在采样周期很小时将引起病态条件问

题。为克服上述问题,本文采用 Delta 算子来描述离

散系统。

　　Delta算子方法(定义[ 3] 为 �= ( q - 1) / T , 其

中: q 为前向移位算子, T 为采样周期) 在控制和信

号处理领域已获得许多成果
[ 4]
。最近,人们利用矩阵

测度方法, 提出了 Delta 算子系统具有性能鲁棒性

的判别条件[ 5] ;基于 Lyapunov 方法给出了 Delta 算

子不确定系统区域极点配置的鲁棒分析与综合算

法[ 6] 以及鲁棒 H ∞镇定设计 [ 7]。

　　本文研究 Delta 算子不确定系统的多目标鲁棒

H ∞控制问题,提出Delta算子系统具有H ∞范数界

的鲁棒区域极点配置方法, 得到了闭环系统满足

H ∞指标的鲁棒二次可 D镇定的充要条件和状态反

馈设计。

　　下文中 X > 0和 X < 0分别表示矩阵 X 为正

定和负定矩阵。

2　问题描述

　　考虑 Delta 算子描述的不确定系统

�x ( t) = ( A + �A ) x ( t ) +

　　　　( B + �B ) u( t) + Gw ( t )

z ( t) = Cx ( t ) + Du( t ) ( 1)

其中: x ( t) ∈ R
n 为状态变量; u( t) ∈ R

m 为控制输

入; w ( t) ∈ R
l 为扰动输入; z ( t ) ∈ R

p 为控制输出;

A , B , G, C和D均为适当维数的常值矩阵; �A 和�B
为范数有界不确定性矩阵, 具有如下形式

[ �A　�B ] = H F [ Ea　Eb] ( 2)

其中: H , E a和E b为已知的实常数矩阵,不确定参数

矩阵F 满足

F
T
F ≤ I ( 3)

若式( 2) 和( 3) 同时成立, 则称该不确定性为容许

的。

　　假设 1　　　D T [ C　D ] = [ 0　I ]

　　现在引入状态反馈

u( t ) = K x ( t ) ( 4)

则由式( 1) 和( 4) ,可得闭环系统

�x ( t) = A cx ( t) + Gw ( t) ( 5a)

z ( t) = Ccx ( t) ( 5b)

其中

A c = A + BK + �A + �BK
Cc = C + DK

　　本文的目的是设计状态反馈 u( t) = Kx ( t) , 使

得对所有容许的不确定性 �A 和 �B ,下列指标同时

满足:

　　1) 闭环系统( 5) 是稳定的,所有极点位于以( a,

0) 为圆心、r为半径的圆形区域D ( a, r) 内,并满足 r

< 1/ T , �a� + r < 2/ T ,即

 ( A c) � D ( a, r ) ( 6)

　　2) 干扰输入w ( t) 到控制输出 z ( t) 的传递函数

T wz (!) 的 H ∞范数满足

‖T w z (!)‖∞ = ‖Cc(!I - A c) - 1
G‖∞ < !1

( 7)

其中: !1> 0是一给定的常数, != ( z - 1) / T 为�算
子的变换域变量。T wz ( !) 的 H ∞范数定义为

‖T w z (!)‖∞ =

sup
!= ( ej∀- 1) / T

#max( T w z (!) ) = sup
w∈L

2

‖z‖2

‖w‖2
( 8)

式中: #max (�) 表示矩阵最大奇异值, v∈L 2的定义如

下

‖v ( t )‖2 = [ S
∞
t= 0v ( t)

T
v ( t ) dt]

1/ 2
< ∞

这里 S
∞
t 表示连续情形的Riemann 积分或离散情形

的 Riemann 求和运算。

　　引理 1( Del ta 算子界实引理)　考虑线性系统

T wz (!) 的[ Cc　A c] 能检测实现

�x ( t) = A cx ( t ) + Gw ( t)

z ( t) = Ccx ( t) ,　x ( 0) = 0

如果存在实对称矩阵 P ≥ 0和实数 !1 > 0使得

A
T
c P + PA c + TA

T
c PA c +

( I + T A c) T
PG(!2

1I -

T G
T
PG )

- 1
G

T
P( I + T A c) + C

T
cCc < 0

!21I - T G
T
PG > 0

则 A c 稳定且

‖T w z (!)‖∞ = ‖Cc(!I - A c)
- 1
G‖∞ ≤ !1

　　证明　由文献[ 8] 的引理2. 1和矩阵求逆公式

易证。□

图 1　Delta 算子圆形区域 D( a, r) 的极点配置
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　　引理2
[ 9]　矩阵A ∈R

n×n的特征根位于图1所

示圆形区域D ( a, r) 内,当且仅当存在正定矩阵P满

足

( I + TA a ) T P
T

( I + T A a) - P
T

< 0 ( 9)

其中 A a =
A - aI - ( 1/ T ) I

r T

　　引理3
[ 2]　设A , N , H , F和M均为适当维数的

常值矩阵,M > 0, F 满足式( 3)。如果存在 ∃> 0,使

得 M - ∃- 1
MH H

T
M > 0,则有

( A + MHFN ) T
M

- 1 ( A + MHFN ) ≤

A
T (M - ∃- 1

MH H
T
M ) - 1

A + ∃N T
N

3　主要结果

　　 定义 1　给定常数 !1 > 0, 如果存在状态反馈

u( t) = K x ( t ) 和矩阵 P > 0,使得对于所有容许的

不确定性 �A 和 �B,闭环系统( 5) 满足

( I + T A c r ) T P
T

( I + T A cr ) -
P
T

+

%CT
cCc + %( I + T A c) T

PG(!21I -

T G
T
PG)

- 1
G

T
P ( I + TA c) < 0 ( 10)

和 !2
1I - TG

T
PG > 0,则称 Delta算子系统( 1) 为具

有 H ∞范数界 !1的二次 D 可镇定。其中

A cr =
A c - aI - ( 1/ T ) I

r T

%=
r T + � 1 + aT �

r
2
T

2 > 0

A c和 Cc由式( 5) 给出。

　　注 1　式( 10) 还可表示为

A
T
c rP + PA c r + T A

T
c rPA cr + %CT

cCc +

%!- 2
1 ( I + T A c) T

PG( I -

!- 2
1 T G

T
PG)

- 1
G

T
P ( I + T A c) < 0

　　注 2　定义 1给出 Delta 算子不确定系统的多

指标性能约束, 将鲁棒稳定性、H ∞性能和鲁棒区域

极点配置进行融合, 可导出 Delta 算子系统的多目

标鲁棒 H ∞控制律。

　　注 3　定义 1同时给出不确定连续系统和离散

系统的鲁棒镇定、区域极点配置和H ∞控制结果。在

式( 10)中,若不考虑区域极点约束,令T = 0即为连

续系统 H ∞鲁棒控制 [ 10] 的定义;令 T = 1, A = T A

+ I 即得离散系统的具有 H ∞ 性能的鲁棒二次镇

定
[ 11 ]
的定义。

　　定理 1　如果 Delta 算子不确定系统( 1) 是具

有 H ∞范数界!1的二次 D 可镇定的,则存在状态反

馈u( t) = Kx ( t) , 使得对于所有容许的不确定性�A
和 �B, 闭环系统( 5) 的极点位于圆形区域 D ( a, r)

内且干扰输入 w ( t ) 到控制输出 z ( t ) 的传递函数的

H ∞范数满足‖T wz (!)‖∞ < !1。
　　证明　假定 Delta算子系统( 1) 是具有H ∞范

数界!1的二次D可镇定的,则由定义1知,存在状态

反馈u( t) = K x ( t )和矩阵P > 0,使得式( 10) 成立。

进一步得

( I + T A cr )
T P
T
( I + TA c r ) -

P
T

< 0 ( 11)

根据引理 2, 得  ( A c) � D ( a, r)。

　　下面证Delta算子系统( 1) 满足 H ∞范数界。首

先考虑如图 1所示的情形,即 1 + aT < 0。注意

[ ( I + T A c) T
P - P] P - 1 [ ( I +

T A c)
T
P - P ]

T
≥ 0

对于 a1 = ( 2 + aT - r T ) > 0,有

- a1P ( I + T A c) - a1( I + T A c) T
P ≥

- a1 ( I + TA c) T
P( I + T A c) - a1P ( 12)

由式( 10) 和( 12) ,得

( 1 - a1) ( I + T A c)
T P
T
( I + T A c) +

( a2
1 - a1 - r

2
T

2)
P
T

+

r
2
T

2%[ CT
cCc + ( I + T A c)

T
PG(!2

1I -

T G
T
PG) - 1

G
T
P ( I + TA c) ] < 0 ( 13)

式( 13) 等价于

( 1 - a1) [ ( I + T A c)
T P
T
( I + T A c) -

P
T ] + [ ( 1 - a1) 2 - r

2
T

2 ]
P
T

+

r
2
T

2%[ CT
cCc + ( I + T A c) T

PG(!2
1I -

T G
T
PG)

- 1
G

T
P ( I + T A c) ] < 0 ( 14)

由 1 + aT < 0,可得

( 1 - a1)
2
= ( - 1 - aT + rT )

2
> r

2
T

2

令

r
2
T

2%= 1 - a1 =

rT - 1 - aT = r T + � 1 + aT �
则由式( 14) 得

[ ( I + T A c) T P
T
( I + TA c) -

P
T ] +

C
T
cCc + ( I + T A c)

T
PG(!2

1I -

T G
T
PG) - 1

G
T
P ( I + TA c) < 0 ( 15)

或等价于

A
T
c P + PA c + TA

T
cPA c + C

T
cCc +

( I + T A c)
T
PG(!21I -

　　　 T G
T
PG)

- 1
G

T
P ( I + TA c) < 0 ( 16)

根据引理 1, 有
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‖T wz (!)‖∞ = ‖Cc(!I - A c)
- 1
G‖∞≤ !1

　　关于 1+ aT ≥0的情形,其证明过程与1 + aT

< 0类似,此略。□

　　定理 2　 对于 Delta 算子系统( 1) ,通过状态反

馈u( t) = K x ( t ) 使得闭环不确定系统( 5) 二次D镇

定,且满足‖T wz (!)‖∞≤ !1 的充分必要条件是存
在常数 ∃> 0和矩阵 P > 0, 使得

( a2
1 - r

2
T

2 )
P
T

+ ∀2CT
C + ∃ET

a Ea -

a
2
1
P
T
M

- 1 P
T

+ [ ( I + T A ) T
M -

a1
P
T ] S

- 1

[M ( I + T A ) - a1
P
T ] -

U
T
V

- 1
U < 0 ( 17)

S = M - ∃- 1
T

2
MHH

T
M > 0 ( 18)

并满足 !21I - T G
T
PG > 0。其中

U = ∃ET
b Ea + T B

T
MS

- 1
[M ( I + T A ) - a1

P
T ]

∀= rT % ,　a1 = ( 2 + aT - r T )

V = ∀2I + ∃ET
b Eb + T

2
B

T
MS

- 1
MB

M 定义为

　　M =
P
T

+ ∀2PG(!2
1I - TG

T
PG )

- 1
G

T
P ( 19)

此时状态反馈控制律为

u( t) = - V
- 1
Ux ( t) ( 20)

　　证明　1) 必要性。假定不确定系统( 1) 是二次

D 可镇定的且满足 H ∞范数界约束,则由定义 1可

知,存在状态反馈u( t) = K x ( t )和矩阵P > 0, 使得

式( 10) 成立,即有

( I + T A c r ) T P
T

( I + T A cr ) -
P
T

+

%CT
cCc + %( I + T A c)

T
PG(!21I -

T G
T
PG) - 1

G
T
P ( I + TA c) < 0 ( 21)

和 !21I - T G
T
PG > 0。令

P 1 = P/ T , 　B1 = T B ,　A 1 = A + BK

H 1 = T H ,　N = Ea + E bK

可将式 ( 21) 改写为

[ ( I + T A c)
T
M - a1P 1]M

- 1
[M ( I +

T A c) - a1P 1] + W < 0

其中

W = ( a2
1 - r

2
T

2 ) P1 + ∀2CT
c Cc -

a
2
1P1M

- 1
P1 < 0

M 由式( 19) 定义。

　　 以下与文献[ 7] 中定理 1的证明过程类似, 详

见文献[ 9]。

　　2) 充分性。假定存在常数∃> 0和矩阵 P > 0,

使得式( 17) 和( 18) 成立。对不确定系统( 1) , 引入式

( 20) 的状态反馈控制,则闭环方程为

�x ( t) = A sx ( t ) + Gw ( t)

z ( t ) = Csx ( t )
( 22)

其中

A s = A + H FEa - ( B + H FEb) V - 1
U

C s = C - DV
- 1
U

　　 引入记号 A s1 = A - BV
- 1
U , N 1 = E a -

E bV
- 1
U ,则 A s = A s1 + H FN 1。

　　考虑下式并利用引理 3, 有

( I + TA s ) T
M ( I + TA s ) -

a1 ( I + T A s ) T
P 1 - a1P 1 ( I + T A s) =

- a
2
1P1M

- 1
P1 + [ ( I + T A s1) T

M -

a1P1 + (MH 1FN 1) T ]M- 1 [M ( I +

TA s1 ) - a1P 1 + MH 1FN 1 ] ≤

[ ( I + T A s 1)
T
M - a1P 1 ] S

- 1
[M ( I +

TA s1 ) - a1P 1 ] - a
2
1P 1M

- 1
P 1 + ∃N T

1N 1

进一步得

( I + T A s) T
M ( I + T A s) - a1( I +

T A s)
T
P 1 - a1P 1 ( I + T A s) +

( a2
1 - r

2
T

2) P 1 + ∀2CT
s C s≤

( a
2
1 - r

2
T

2
) P 1 + ∀2CT

s C s + ∃E T
aEa -

a
2
1P 1M

- 1
P 1 + [ ( I + T A ) T

M -

a1P 1] S
- 1
[M ( I + TA ) -

a1P 1] - U
T
V

- 1
U

由式( 17) 可知

( I + T A s) T
M ( I + T A s) -

a1( I + T A s )
T
P1 - a1P 1( I + TA s ) +

( a2
1 - r

2
T

2) P 1 + ∀2CT
s C s < 0

上式等价于

( I + TA sr )
T P
T
( I + TA sr ) -

P
T

+

%CT
s C s + %( I + TA s ) T

PG(!2
1I -

T G
T
PG)

- 1
G

T
P ( I + T A s) < 0 ( 23)

其中 A sr =
A s - aI - ( 1/ T ) I

r T
。由定义 1可知不确

定系统( 1) 是二次可 D镇定的且满足H ∞范数界约

束。□

　　由定理1和定理2,可以得到 Delta算子系统的

多目标鲁棒H ∞控制的设计步骤和算法如下:

　　1) 选择T 和 ∃的初值,一般取 ∃= 10, 0 < T <

1;
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　　2) 判定是否存在正定解,使矩阵不等式( 17) 和

( 18) 成立, 若有解则由式( 20) 定义的状态反馈控

制,可使Delta算子系统( 5) 鲁棒二次D镇定且满足

H ∞性能约束,算法结束;若无解则进行下一步;

　　3) 令 ∃= ∃/ 2, 转 2) , 若 ∃小于给定的计算精度
时, 式( 17) 仍无解, 表明该算法失效, Delta 算子系

统( 5) 将不能实现多指标综合控制。

　　上述综合算法可用 MAT LAB的鲁棒工具箱进

行求解,设计举例从略。

　　推论 1　 对于 Delta 算子系统( 1) ,若无极点配

置约束,即取 D ( a, r ) = D ( - 1/ T , 1/ T ) 时,有 A c r

= A c, %= 1,代入式( 10) , 得

( I + T A c) T P
T

( I + T A c) - P
T

+

C
T
c Cc + ( I + T A c) T

PG (!21I -

T G
T
PG )

- 1
G

T
P( I + T A c) < 0

根据 Delta 算子界实引理 1, 此时闭环不确定系统

( 5) 稳定且满足 ‖T w z (!)‖∞ ≤ !1。由此可得到
Delta算子不确定系统的鲁棒 H ∞控制结果。

　　推论 2　对于 Delta算子系统( 1) ,若无 H ∞范

数界约束,即取 %= 0,代入式( 10) , 得

( I + T A c r ) T P
T

( I + T A cr ) - P
T

< 0

控制目标为闭环不确定系统( 5) 稳定且满足闭环极

点约束  ( A c) � D ( a, r)。由此可导出 Delta 算子不

确定系统的鲁棒区域极点配置方法。

4　结　　论

　　本文通过引入 Delta算子系统具有H ∞范数界

鲁棒二次 D 镇定的概念,研究了 Delta 算子描述的

离散不确定系统具有 H ∞性能约束的鲁棒区域极点

配置问题。基于矩阵不等式方法,提出了 Delta 算子

不确定系统的多目标鲁棒二次镇定的充要条件和状

态反馈鲁棒 H ∞设计方法。在采样周期趋近于零时,

可得到连续系统的鲁棒镇定与 H ∞ 控制的相关结

果。
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