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摘　要: 从连续系统的角度出发, 提出并证明了混合动态系统的有界性定理,并以一类具体的数字反馈

采样控制系统为例, 详细阐述了有界性定理的具体应用, 最终得到系统在其状态空间内有界的充分条

件。
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1　引　　言

　　混合动态系统( HDS)理论是近年兴起的系统分

析理论。它是由离散事件动态系统( DEDS)和连续

变量动态系统( CVDS)组成并相互作用形成的。由

于 HDS 既具有连续变量动态特性, 又有离散事件动

态特性,因此涵盖了实际应用中的一大类系统, 从而

引起了科技人员的研究兴趣, 开辟了一个崭新的研

究领域。对 HDS 的研究方法大致可分为两类:一类

是将连续系统嵌入离散事件动态系统,用自动机语

言和 Petri 网等工具对其进行建模, 并对所得到的

HDS 模型进行分析。该方法倾向于离散事件系统,

其研究侧重于连续动态系统间的离散切换。另一类

是将离散事件动态系统嵌入连续系统,用微分方程

或差分方程对模型进行描述, 然后利用成熟的连续

系统分析方法对 HDS模型进行分析, 其研究侧重于

连续系统。除了对 HDS 的理论研究, 科研人员还针

对许多具体系统用 HDS 建模并进行分析, 也取得了

一些有意义的结果。本文从连续系统的角度出发, 给

出 HDS 有界性定理及其证明,并以一类数字反馈采

样控制系统为例,给出有界性定理的具体应用。

2　HDS有界性定理

　　 由于 HDS 覆盖的领域非常广泛, 因此关于

HDS的定义也各有差别,每种定义往往对应其各自

的应用领域。在此, 采用文献[ 1] 中的定义来描述

HDS。

　　定义 1
[ 1]　定义 HDS 为一个五元组{T, X , A,

S, T0} ,其中 T为HDS的时空间,其元素包含连续时

　收稿日期: 2002-02-01; 修回日期: 2002-04-18。

　作者简介: 高瑞( 1975—) ,男, 山东济南人,博士生, 从事混合动态系统理论研究。



间变量和离散时刻; X表示 HDS 的状态空间, 其元

素由连续系统运动状态和离散事件状态两部分组

成,可以在时空间 T和状态空间 X 中定义距离和次

序关系; A � X 为 HDS 的初始状态集合; S 为 HDS

所有的允许运动所组成的集合; T0 � T表示HDS的

初始时间集合。

　　上述定义中, 关于 HDS 各部分的元素, 用如下

符号表示:令 Z
+ = {全体非负整数} , N = {全体自

然数} , R
+
= {全体非负实数}。HDS 的时空间 T �

R
+ × E,其中E� {�k, k∈ Z

+ , 0 = �0 < �1 < ⋯} 表

示离散时刻集合。时空间元素记为 r = ( t, �k) �, 其中
t表示连续时间变量, �k ∈ E表示离散时刻, 它们满

足关系 t∈ [ �k , �k+ 1 ) , k ∈ Z
+ ,特别地, 将系统在离

散切换时刻上的时间元素记为 rk = ( �k, �k) �, k ∈

Z
+
。时空间 T和状态空间 X中定义距离和次序关系

分别用d (�, �) 和“ ”表示。在此,只具体定义HDS

时间空间中元素的距离关系: 对任意的 r 1 = ( t1,

�k
1
) �∈ T, r2 = ( t2 , �k

2
) �∈ T定义

d( r 1, r 2) � �r 1 - r 2� = � t1 - t 2� ( 2. 1)

　　为简单起见, 采用连续时间的符号记法表示时

空间中的元素关系,如对T中某元素 r满足关系 rk+ 1

 r  r k,可记为 r∈ ( rk , rk+ 1 )。q(�; a, r 0) ∈S表示

HDS 的一个运动, 其中 a ∈ A, r 0 ∈ T0 分别表示

系统运动的初始状态和初始时间,对某r  r0 , q ( r ;

a, r0 ) ∈X表示在 r时刻HDS的一个状态。以下本文

将采用 HDS 的运动集合 S代表系统。

　　给出 H 类函数和 H ∞类函数的定义
[ 2]
如下:

　　定义 2　称 �(  ) : R+
→R 是 H 类函数或 �( )

∈ H ,若其满足以下条件: 1) �( ) 在 R
+
上连续; 2)

对任意的  ≥0,有�( ) ≥0成立,当 = 0时, �( )
= 0; 3) 对任意的  1 ,  2∈R

+ 且 2 >  1,存在�( 2)

> �( 1 )。进一步, 若 �(  ) 满足上述条件, 且有

lim
 →+ ∞

�( ) = + ∞ ( 2. 2)

则称 �(  ) 是 H ∞类函数或 �( ) ∈ H ∞。

　　定义 3
[ 1]
　设{T, X , A, S, T0} 是一个HDS, ! �

X是存在于 HDS 状态空间中的一个有界集,称系统

S是 ! -有界的,若对任意的 ∀> 0,存在 M = M ( ∀,
r0 ) > 0, 当d( a, ! ) < ∀时,对所有的 r  r0 ,均存在

d( q( r ; a, r 0) , ! ) < M ; 若上述 M 独立于初始时刻

r0 ,则系统S被称为! -一致有界的。存在某一常数M

> 0,若对任意的 ∀> 0,存在 #= #( ∀) > 0(独立于

r0 ) , 使得当d( a, ! ) < ∀时,对所有的 r  r 0且d ( r,

r0 ) > #, 有d( q( r ; a, r0 ) , ! ) < M 成立,则称S是! -

一致终结有界的。若 S对其状态空间 X 中的所有有

界集 ! 分别具有 ! -有界性、! -一致有界性和 ! -一
致终结有界性, 则称 S具有有界性、一致有界性和一

致终结有界性。

　　定理1　设{T, X , A, S, T0} 是一个HDS, ! � X

存在于HDS 状态空间中的一个有界集合, 若存在函

数 V : X → R
+ , 对任意的 q(�; a, r 0) ∈ S, V ( q( r; a,

r 0) ) 在[ r 0, + ∞) \ { r k, k ∈ Z
+
} 上连续,且满足:

　　1) 存在 H ∞类函数 �1, �2, 使得
�1( d( q( r; a, r 0) , ! ) ) ≤ V ( q( r; a, r 0) ) ≤

�2( d( q( r; a, r 0) , ! ) ) , 　r  r 0 ( 2. 3)

　　2) 存在单调非减函数 f ∈ C[ R+ ; R+ ] , 对任意

的 r ∈ [ rk , rk+ 1 ) , k ∈ Z
+ , 使得

V ( q( r ; a, r0 ) ) ≤ f ( V ( q( rk ; a, r 0) ) ) ( 2. 4)

特别地,当 r = r k+ 1时

V ( q( r ; a, r 0) ) ≤ V ( q( r
-
; a, r 0) ) ( 2. 5)

其中 r
- = r

-
k+ 1 = ( �-k+ 1 , �k) �。且对某一给定的常数 ∃

> 0,定义

k0 � min{ k ∈ Z
+
,存在 r  rk

满足 d( q ( r; a, r0 ) , ! ) ≥ ∃} ( 2. 6)

　　当 k ≥ k0时,存在

V ( q( r k+ 1; a, r 0) ) ≤ V ( q( rk ; a, r 0) ) ( 2. 7)

则系统 S 是 ! -一致有界的。若上述假设条件 1) 和

2) 均成立,并且函数V 还满足: 存在H 类函数�3, 对
k ≥ k 0有

V ( q( rk+ 1 ; a, r 0 ) ) - V ( q( r k; a, r0 ) ) ≤

- �3( d ( q( rk ; a, r 0 ) , ! ) ) d( rk+ 1 , rk ) ( 2. 8)

成立,则系统 S是 ! -一致终结有界的。

　　证明　证明系统S在定理假设条件1)和 2) 下

的! -一致有界性成立。任取∀> 0,对某一给定的常

数 ∃> 0,分两种情形进行讨论。

　　情形1　假设 ∀> ∃,则当d( a, ! ) ∈ [∃, ∀) 时,

由 k0的定义式( 2. 6) 可知 k0 = 0,于是对任一 k≥0,

必有式( 2. 7) 成立,由式( 2. 3) ,得

V ( q( r k; a, r0 ) ) ≤V ( q( r 0; a, r0 ) ) ≤

�2 ( d( a, ! ) ) ≤ �2( ∀) ( 2. 9)

则对任意的 r  r 0, 其必属于某个区间[ rk′, r k′+ 1) ( k
′

≥ 0) ,根据式( 2. 4) 及函数 f 的单调性,得

V ( q( r ; a, r 0) ) ≤f ( V ( q( r k′; a, r0 ) ) ) ≤

f ( �2( ∀) ) ( 2. 10)

令 M1 = �- 1
1 ( f ( �2( ∀) ) ) , 显然可得到

d( q( r ; a, r0 ) , ! ) ≤M 1 ( 2. 11)

　　若d( a, ! ) ≤ ∃,则此讨论过程类似于下面的情
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形 2。

　　情形 2　 假设 ∀≤ ∃,则当 d( a, ! ) < ∀时,有

d( a, ! ) < ∃成立。对于给定的 ∃> 0,令

M2 = �- 1
1 ( f ( �2(∃) ) ) ( 2. 12)

则当d ( a, ! ) < ∃时,对任意的 r  r0 ,必存在

d ( q( r ; a, r 0) , ! ) ≤ M 2 ( 2. 13)

事实上,若上述结论不成立,则必存在某个 r
′ r0 , r

′

∈ [ r k′, r k′+ 1 ) ,使得

d ( q( r
′
; a, r 0) , ! ) > M 2 ( 2. 14)

根据式( 2. 3) 和( 2. 12) , 得

V ( q( r′; a, r0 ) ) ≥�1( d( q( r′; a, r0 ) , ! ) ) >

f ( �2 (∃) ) ( 2. 15)

因为 r
′
∈ [ r k

′, r k
′
+ 1 ) ,则由式( 2. 4) 和函数 f 的单调

性,存在

�2 (∃) < V ( q( r k′; a, r0 ) ) ( 2. 16)

又由式( 2. 3) 和 �2的 H ∞类函数性质, 可得

d( q( r k′; a, r0 ) , ! ) > ∃ ( 2. 17)

由 k 0的定义( 2. 6) 可知, k
′
≥ k0 ,由于HDS的初始状

态 a满足 d( a, ! ) < ∃,显然由式( 2. 6) 可得

d ( q( rk
0
; a, r 0) , ! ) ≤ ∃ ( 2. 18)

考察式( 2. 16) ,由式( 2. 3) 及 �2的 H ∞类函数性质,

得

　V ( q( r k
0
; a, r0 ) ) < V ( q ( r′k; a, r 0) ) ,　k

′≥ k 0

( 2. 19)

此结论与式( 2. 7) 相矛盾。

　　综上两种情形,取M = max {M 1, M 2} ,则系统S

的 ! -一致有界性得证。

　　下面证明系统S的! -一致终结有界性,对任意

的 ∀> 0和给定的 ∃> 0, 仍分为两种情形讨论。

　　情形Ⅰ　假设 ∀> ∃,若 d( a, ! ) ∈ [∃, ∀) ,令

#= %( �2 ( ∀) - f
- 1

( �1 (∃) ) )
�3(∃) ( 2. 20)

其中%> 0为适当大的整数。则易证, 必存在 r′, 满足

r
′ r 0且 d( r′, r 0) ≤ #, 使得

d ( q( r′; a, r 0 ) , ! ) ≤ ∃ ( 2. 21)

成立。事实上, 若不存在这样的 r
′
, 则对任意的 r

″
,满

足 r
″ r0且 d( r″, r 0 ) ≤ #均有

d ( q( r
″
; a, r 0 ) , ! ) > ∃ ( 2. 22)

成立。于是由式( 2. 3) 得

�1 (∃) < V ( q ( r″; a, r 0) ) ( 2. 23)

　　显然, 由 #的定义式( 2. 20) , 只要 %取得足够
大,则一定存在某 k1 ∈ N , 使得连续时间区间[ �k

1
,

�k
1
+ 1 ) � [ �0 + #/ %, �0 + #] , 又由于 r″取值是任意

的,不妨设 r
″
∈ [ rk

1 , rk
1
+ 1 ) ,于是由定理 1的 2) 得

V ( q( r
″
; a, r0 ) ) ≤ f ( V ( q( r k

1 ; a, r 0 ) ) ) ≤

f ( V ( q( rk
1
- 1; a, r 0) ) -

�3( d ( q( rk
1
- 1 ; a, r 0) , ! ) ) d( rk

1
, rk

1
- 1 ) ) ≤

f ( V ( q( r0 ; a, r 0) ) - �3 (∃)∑
k
1
- 1

j= 0
d ( r j + 1, r j ) ) ≤

f ( �2 ( ∀) - �3( ∃) d( rk
1 , r0 ) ) ≤

f ( �2 ( ∀) - �3( ∃) #/%) = �1 (∃) ( 2. 24)

式( 2. 24) 与式( 2. 23) 矛盾。所以对上述证明过程中

情形 2所定义的M 2, 当 r  r0且d ( r, r 0 ) > #时, 类

似于情形2的证明可知d( q( r ; a, r 0) , ! ) ≤M2成立。

若当 d( a, ! ) ≤ ∃, 则证明类似于下面的情形Ⅱ。
　　情形 Ⅱ　 假设 ∀≤ ∃, 则当 d ( a, ! ) < ∀时,

d ( a, ! ) < ∃成立。显然对任意的#> 0, 均存在r
′, 满

足 r
′ r0且d ( r′, r0 ) ≤ #,使得式( 2. 21) 成立。类似

于情形Ⅰ的证明过程, 最终可得当 r  r 0且d( r , r0 )

> #时,存在d ( q( r ; a, r 0) , ! ) ≤ M 2。

　　综上两种情形,对任意的∀> 0和给定的∃> 0,

只需取

# =
%( �2( ∀) - f

- 1( �1( ∃) ) )
�3 (∃) ,　M = M 2

则系统S 的 ! -一致终结有界性得证。□
　　注 1　由上述定义 3及定理1的叙述和证明可

以看出,系统 S的 ! -一致有界性定义中的M与 ∀的
选取有关,即M的大小随∀的变化而变化,而S的! -
一致终结有界性定义中的 M 则是一个完全独立的

正数,它和 S的初始运动状态与有界集 ! 的距离远
近无关, 因此在定理 1中需要较强的充分条件来保

证 S的 ! -一致终结有界性。
　　由定理 1的叙述可知, 当系统的状态与有界集

! 的距离大于常数 ∃时,则定理提供的 Lyapunov 函

数 V 将在后继的所有离散切换时刻上为单调非增

的。实际上, 可将这种条件适当放宽, 于是得到下面

的定理。

　　定理2　设{T, X , A, S, T0} 是一个HDS, ! � X

是存在于 HDS 状态空间中的一个有界集, 若存在函

数 V : X → R
+ , 对任意的 q(�; a, r 0) ∈ S, V ( q( r; a,

r 0) ) 在[ r 0, + ∞) \ { r k, k ∈ Z
+ } 上连续,且满足:

　　1) 存在 H ∞类函数 �1和 �2 ,使得
�1( d( q( r; a, r 0) , ! ) ) ≤ V ( q( r; a, r 0) ) ≤

�2( d( q( r; a, r 0) , ! ) ) , 　r  r 0 ( 2. 25)

　　2) 存在单调非减函数 f ∈ C[ R+ , R+ ] , 对任意

的 r ∈ [ rk , rk+ 1 ) ( k ∈ Z
+ ) ,函数 V 满足
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V ( q( r; a, r 0) ) ≤ f ( V ( q( r k; a, r0 ) ) ) ( 2. 26)

特别当 r = r k+ 1时,有

V ( q( r; a, r0 ) ) ≤ V ( q( r
-
; a, r 0) ) ( 2. 27)

成立。其中 r
- = r

-
k+ 1 = ( �-k+ 1, �k) �。且对某一给定的

常数 ∃> 0, 定义集合

K � { k ∈ Z
+
, 存在 r ∈ [ r k, r k+ 1)

满足 d ( q( r ; a, r 0) , ! ) ≥ ∃} ( 2. 28)

当 k ∈ K 时,存在

V ( q( rk+ 1 ; a, r 0 ) ) ≤ V ( q( r k; a, r0 ) ) ( 2. 29)

则系统S是! -一致有界的。若条件1) 和2) 均成立,

且函数 V 还满足:存在 H 类函数 �3,对 k ∈ K 有

V ( q( r k+ 1; a, r 0) ) - V ( q( rk ; a, r 0) ) ≤

- �3 ( d( q( r k; a, r 0) , ! ) ) d( rk+ 1, r k) ( 2. 30)

成立,则系统 S 是 ! -一致终结有界的。
　　定理 2的证明类似于定理 1,证明略。

3　应　　用

　　在系统的建模工作中可以发现, 有一大类控制

系统都可用 HDS 建模并进行分析。下面以一类数字

反馈采样控制系统为例,对上述定理进行具体应用。

图 1　 数字反馈采样控制系统

　　如图 1所示的采样控制系统,为简单起见, 设外

输入为0,受控对象的控制输入来自系统数字控制

器的输出, 受控对象的状态经采样器采样后与上一

采样周期的数字控制信号合并为数字控制器的参考

输入,于是构成一个闭环控制系统。

　　下面在此仅讨论线性系统的情形。系统的数学

描述如下

x ( t) = Ax ( t) + Bu( �k) , 　t∈ [ �k , �k+ 1) ( 3. 1a)

u( �k+ 1) = Cx ( t- ) + Du( �k) ,　t = �k+ 1 ( 3. 1b)

其中: x ( t) ∈R
n
为系统受控对象的状态; u( �k) ∈R

m

为系统数字控制器的输出控制; A , C∈R
n×n和B, D

∈ R
n×m 为定常的系数矩阵, 特别设 A 可逆; 由常微

分方程理论
[ 3]
可知, 给定系统的初始状态 x ( t 0) 和

初始控制 u( �0 ) ,系统的运动由方程组( 3. 1) 唯一确

定。

　　显然上述系统可以描述成一个 HDS,系统的时

空间为T = { r ∈ ( t , �k ) �∈R
+× E, t∈ [ �k, �k+ 1 ) } ,

其中 E是HDS离散时刻集合,对时空间中的任意两

个元素 r 1, r 2 ∈ T, 由式( 2. 1) 定义其距离; 系统的

状态空间X = R
n
×R

m
, 对于系统状态空间中的任

意两个元素 q1 , q2∈X ,定义其距离d( q1 , q2 ) = ( ( q1

- q2 )
�
( q1 - q2) )

1/ 2
= ‖q1 - q2‖,而针对系统状态

空间中的任一有界集! ∈ X和! 外系统的状态 q∈

X ,其距离又定义为 d( q, ! ) = inf
&∈!

{d( q, &) } ; 系统的

初始时间集合 T0 � T;初始状态集合A � X; 当系统

的初始时间 r0∈T0,初始状态a∈A 给定时, 系统的

运动描述为 q (�; a, r0 ) ∈ S, 简记为 q (�) ∈ S。

　　考察式( 3. 1a) ,由常微分方程理论 [ 3] 得

x ( t) = e
A ( t- �

k
)
x ( �k ) +∫

t

�
k

e
A ( t- �)

Bu( �k ) d�=

e
A ( t- �

k
)
x ( �k) + A

- 1
( e

A ( t- �
k
)
- I ) Bu( �k)

( 3. 2)

特别当 t = �k+ 1时, 式( 3. 2) 为

x ( t ) = eA ( �
k+ 1

- �
k
)
x ( �k) +

A
- 1
( e

A ( �
k+ 1

- �
k
)
- I ) Bu( �k ) ( 3. 3)

　　 于是由上述定义, 当 t = �k+ 1时, 可将方程组

( 3. 1) 写成如下形式

q( rk+ 1 ) = H kq( rk ) ( 3. 4)

其中

H k =
eA ( �

k+ 1
- �

k
)

A
- 1( eA ( �

k+ 1
- �

k
) - I ) B

CeA ( �
k+ 1

- �
k
)

CA
- 1 ( eA ( �

k+ 1
- �

k) - I ) B + D

( 3. 5)

　　定义! � {∋} ,其中 ∋∈ X表示 HDS状态空间

的原点,对任意的HDS的运动状态q( r ) ,定义其与!
的距离为 d ( q( r ) , ! ) = ‖q ( r)‖。叙述并证明

HDS( 3. 1) 的 ! -一致有界性定理如下。
　　定理 3　考察HDS( 3. 1) ,如果

　　1) 系统的系数矩阵 A , B , C, D 满足

sup
k≥0
‖H k‖≤ 1 ( 3. 6)

其中 H k 由式( 3. 5) 定义。

　　2) 存在某一有限数 (> 0, 使得

sup
k∈Z+

{d( r k+ 1, r k) } < (,　rk ∈ T ( 3. 7)

则 HDS( 3. 1) 是 ! -一致有界的。
　　证明　定义函数 V : X→ R

+
如下

V ( q( r ) ) = q( r ) �q( r ) = ‖q( r )‖2 ( 3. 8)

分别定义 H ∞类函数 �1和 �2为

�1 ( d( q ( r) , ! ) ) =
1
2
‖q( r )‖

2

�2 ( d( q ( r) , ! ) ) = 2‖q( r )‖
2

( 3. 9)

　　假设给定的∃> 0足够小, 使得k 0 = 0 , 由式
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( 3. 4) 和定理 3条件 1) ,对某一 k ≥ 0有

　　　V ( q( r k+ 1) ) = ‖H kq( rk )‖2≤

　　　‖H k‖
2
‖q( r k)‖

2
≤

　　　‖q( rk )‖2 = V ( q( r k) ) ( 3. 10)

而对任意的 r ∈ [ r k, r k+ 1) , k ∈Z
+ ,又由定理3的条

件 2) 得

V ( q( r ) ) = q( r ) �q ( r) =

‖eA ( t- �
k
)
x ( �k ) +∫

t

�k
eA ( t- �) d�Bu( �k )‖

2

+

‖u( �k)‖2≤ 2e2‖A‖(‖x ( �k )‖2 +

( 2(2e2‖A‖(
‖B‖

2
+ 1)‖u( �k)‖

2
( 3. 11)

　　定义映射 f ∈ C[ R+ , R+ ] ,满足

　　f ( )) =

　　)max { 2e
2‖A‖(

, 2(2e2‖A‖(
‖B‖

2
+ 1} ( 3. 12)

于是由式( 3. 11) 得

V ( q( r ) ) ≤ f ( V ( q( r k) ) )

r ∈ [ r k, r k+ 1) ( 3. 13)

特别当 r = r k+ 1时,由式( 3. 11) 的推导,显然有

V ( q( r ) ) = V ( q( r
-
) ) ( 3. 14)

　　至此定理 1的所有条件均得到满足, 运用 HDS

有界性定理 1, 即可得 HDS( 3. 1) 具有 ! -一致有界
性。□

4　结　　语

　　本文从连续系统的角度出发, 提出并证明了

HDS 有界性定理, 并以数字反馈采样控制系统为

例,应用 HDS 有界性定理得到其一致有界的充分条

件,从而对 HDS理论作了适当的补充。
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4　结　　语

　　SBMM 是新形势下解决我军装备管理问题的

新方法,是支持装备管理决策的有效手段, 通过组织

人员集成、信息集成和过程集成的综合协同作用,实

现装备的全寿命质量和跨寿命周期的协同决策。当

前我国大型武器系统的研制开发一般都遵循传统的

分阶段管理模式,仅有少量重点型号工程正逐渐向

项目管理模式过渡, 这是由我国的现实国情决定

的[ 6]。在我国广泛推行 SBMM 的管理模式,将是一

项长期、渐进的工作。应当首先转变管理观念, 改变

以往各管一摊、各自为政的思想,提倡跨管理部门、

跨管理层次的信息交流和共享, 协同合作是解决问

题的合理途径; 其次,应尽快建立相应的数据交换、

信息格式和仿真的标准,解决不同管理阶段、不同管

理项目的互操作性问题,为协同决策奠定基础; 还应

在仿真基础设施建设方面加强力度, 在各个子系统、

子阶段内部首先实现相应的仿真和自动化, 这是实

现 SBMM 迭代开发过程的基础。在新思想、新管理

模式和新技术的推动下,我军装备管理水平必然会

登上一个新台阶。
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