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摘　要: 研究了广义线性系统的混合 H 2/H ∞状态反馈优化控制问题。设计一个混合 H 2/H ∞状态反馈

控制器,在满足闭环系统的容许性及 H ∞范数界的同时使得 H 2范数极小。利用线性矩阵不等式( LM I)

方法得到该控制器存在的一个充分条件,并且给出闭环系统 H 2范数的极小上界。
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Abstract: T he problem of mixed H 2/ H ∞ st ate feedback optimal cont ro l fo r linear descript or sy stems is

studied. A mixed H 2/ H ∞ state feedback contr oller is designed t o minimize the H 2 norm of the clo sed-

loop system subject t o admissibilit y o f the closed-loop sy stem and a H ∞ no rm constraint . A sufficient

condit ion fo r the exist ence of the cont ro ller is presented using linear matr ix inequality ( LM I) approach,

and the minima l upper bound o f the H 2 norm of t he closed-loop sy st em is given.
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1　引　　言

　　 在现代控制理论中, 混合 H 2/ H ∞优化控制问

题的主要任务是: 在保证一个传递函数的 H ∞范数

受限的同时,极小化另一传递函数的 H 2范数。它将

H 2性能设计与H ∞性能设计相结合,使闭环系统一

方面获得优良的调节性能, 另一方面又具有较好的

鲁棒性,具有广泛的实际意义。自 1989年 Bernstein

等人首次提出混合 H 2/ H ∞ 控制问题, 该问题就以

其良好的实际应用前景而成为优化控制领域的一个

热点问题, 并取得了一些令人瞩目的研究成果 [ 1～4]。

但对于广义系统的混合 H 2 / H ∞优化控制问题的研

究至今仍是空白。

　　本文基于 LM I 方法进行了广义线性系统的混

合 H 2 / H ∞次优控制问题的研究。提出了一个混合

H 2 / H ∞状态反馈控制器设计方法,即在满足闭环系

统的容许性及H ∞范数界的同时, 极小化H 2范数的

上界。给出该控制器存在的一个 LM Is的充分条件

及H 2 范数的极小上界。特别在 H 2 范数的分析中,

克服了文献[ 5] 中 Ker( E ) � Ker ( C) 的限制条件,

改进为广义系统的传递函数严格为真的这个必要条

件。最后通过算例进一步说明本文的设计方法。

2　问题描述及预备结果

　　考虑如下的广义线性系统
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Ex
�( t) = A x ( t ) + B 1w ( t ) + B2u( t )

z∞ ( t) = C1x ( t ) + D 1u( t)

z 2 ( t) = C2x ( t ) + D 2u( t)

( 1)

其中: x ( t) ∈ R
n为状态; w ( t ) ∈R

m, u( t ) ∈R
q 分别

为干扰和控制输入; z∞∈R
p
, z 2∈R

l
为被调输出; E

∈ R
n×n

, A ∈ R
n×n

, B i, C i, D i, i = 1, 2均为适维常数

矩阵, 一般地, E 为奇异阵。为确保广义系统解的存

在性和唯一性,本文总假定其是正则的。

　　基于状态反馈的混合 H 2/ H ∞控制器描述如下

u( t ) = Kx ( t) , 　K ∈ R
q×n ( 2)

　　系统( 1) 在控制器( 2) 作用下形成的闭环系统

为

Ex�( t) = A kx ( t ) + B1w ( t)

z∞ ( t) = Ck1x ( t)

z 2 ( t) = Ck2x ( t)

( 3)

其中: A k = A + B2K , Ck1 = C1 + D 1K , Ck2 = C2 +

D 2K。

　　混合 H 2/ H ∞状态反馈控制问题是寻找一个可

容许的控制器( 2) , 使得: 1) 闭环系统是容许的, 即

稳定且无脉冲; 2) 从 w 到 z∞ 的闭环传递函数

T z
∞
w ( s) 的 H ∞ 范数小于一个给定的正常数 �, 即

‖T z
∞
w ( s)‖∞ < �; 3) 从 w 到 z 2 的闭环传递函数

T z2w ( s) 的 H 2范数最小,即 min‖T z 2w ( s)‖2。

　　当系统( 3) 正则时,存在非奇异矩阵 P 和 Q使

得

PEQ =
I r 0

0 N
,　PA kQ =

A 1 0

0 I n- r

PB1 =
B11

B12

,　Ck2Q = [ C21　C22 ]

Q
- 1
x =

x 1

x 2

( 4)

其中: A 1∈R
r×r , N ∈R

(n- r )×( n- r) 是指数为h的幂零

阵且N
h- 1≠ 0, N h = 0。

　　引理1　闭环传递函数T z 2w ( s) 是严格真的,即

T z
2
w (∞) = 0的充要条件是

C22N
i
B 12 = 0,　i = 0, 1,⋯, h - 1

　　证明略。

　　注 1　假设系统( 3) 是容许的,则文献[ 5] 中,

Ker( E ) � Ker( Ck2) � C22 = 0; 而本文中 T z
2
w ( s) 是

严格真的 � C22B12 = 0; 因此, 条件“Ker( E ) �
Ker( Ck2)”是条件“T z

2
w ( s) 是严格真的”一个特例。

　　引理 2
[ 6]
　( E, A k) 是容许的充要条件是存在

解 X 满足

A
T
kX + X

T
A k < 0

E
T
X = X

T
E ≥ 0

( 5)

　　引理 3
[ 6]　系统( 3) 是容许的且‖T z

∞
w ( s)‖∞

< �的充要条件是存在矩阵 X ∈ R
n×n满足

A
T
k X + X

T
A k + C

T
k1Ck1 +

1
�2X

T
B 1B

T
1 X < 0

E
T
X = X

T
E ≥ 0

　　引理 3等价于下面的引理 4。

　　引理4　系统( 3) 是容许的且‖T z
∞
w ( s)‖∞ <

�的充要条件是存在矩阵 X ∈ R
n×n满足

A
T
k X + X

T
A k C

T
k1 X

T
B 1

Ck1 - I 0

B
T
1X 0 - �2

I

< 0

E
T
X = X

T
E ≥ 0

( 6)

　　引理5
[ 7]　设( E, A k) 是容许的,矩阵M≥0。如

果 X 满足方程

A
T
k X + X

T
A k + M = 0

E
T
X = X

T
E

( 7)

则有 E
T
X ≥ 0。

3　混合 H2/H∞性能分析

　　记 B
- = QPB 1, P , Q如式( 4) 所描述。

　　 引理 6　 设 ( E, A k ) 是容许的且传递函数

T z
2
w ( s) 是严格真的。则 T z

2
w ( s) 的 H 2范数为

‖T z
2
w ( s)‖2

2 = trace( B- T
E

T
XB

- )

其中 X 满足如下广义Lyapunov 方程

A
T
k X + X

T
A k + C

T
k2Ck2 = 0

E
T
X = X

T
E ≥ 0

( 8)

　　证明　由式( 4) 得

g( t) = L - 1{ T z 2w
( s ) } =

Ck2Q
L - 1{ ( s I r - A 1 ) - 1} 0

0 L - 1{ ( sN - I n- r )
- 1}

PB 1 =

[C21　C22]

eA1t 0

0 - ∑
h- 1

i= 0

�( i) ( t)N i

B11

B12

=

C21eA 1tB11 - ∑
h- 1

i= 0

�( i ) ( t)N iB12

又 T z
2
w ( s) 是严格真的,由引理 1得

g ( t) = C21eA1tB 11

进而由( E , A k ) 稳定得 A 1 稳定,于是

‖T z
2
w( s)‖2

2 = trace{∫
∞

0
g

T( t ) g( t ) dt } =

tr ace{B
T
11(∫

∞

0
eA

T
1
t
C

T
21C21eA1

tdt)B11 } =

　　　　t race( BT
11RB11 )
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其中R =∫
∞

0
eA

T
1
t
C

T
21C21eA 1

tdt≥ 0。

　　设 X = P
T
X 1 X 2

X 3 X 4

Q
- 1为方程( 8) 的任意一

个解,代入方程( 8) 且由式( 4) 得

A
T
1X 1 + X

T
1 A 1 + C

T
21C21 = 0

X 1≥ 0, X 2 = 0, X 3 = - C
T
22C21

X 4 + X
T
4 = - C

T
22C22

由 A 1稳定得 X 1 = R。于是方程的解

X = P
T

R 0

X 3 X 4

Q
- 1

必存在。进而有

‖T z
2
w ( s)‖2

2 =

trace [ B T
11　B

T
12 ]

I r 0

0 0

T
R 0

X 3 X 4

B11

B12

=

trace( B T
1P

T
Q

T
E

T
P

T
P

- T
XQPB 1) =

t race( B- T
E

T
XB

- )

　　注 2　由引理 6的证明易知: T z
2
w ( s) 为严格真

是‖T z 2w ( s)‖2存在且有限的必要条件。

　　定理1　设T z
2
w ( s) 是严格真的。如果存在矩阵

X ∈ R
n×n
及 Y ∈ R

m×m
满足

A
T
kX + X

T
A k C

T
k2

Ck2 - I
< 0

E
T
X X

T
EB

-

B
- T
E

T
X Y

≥ 0

( 9)

则系统( 3) 是容许的且‖T z
2
w ( s)‖2

2≤ t race( Y )。

　　证明　由式( 9) 得

A
T
k X + X

T
A k < 0

E
T
X = X

T
E ≥ 0

则由引理 2知系统( 3) 是容许的。

　　设矩阵S 满足方程( 8) 且记  = X - S ,于是

‖T z
2
w ( s)‖

2
2 = trace( B-

T
E

T
S B

-) ( 10)

由式( 9) 得

A
T
kX + X

T
A k + C

T
k2Ck2 < 0

E
T
X = X

T
E ≥ 0

从而

A
T
k  +  T

A k < 0

E
T =  T

E

由引理 5得 E
T ≥ 0,即 E

T
S≤ E

T
X。结合式( 9) 和

式( 10) 得

‖T z
2
w ( s)‖2

2≤ t race( B- T
E

T
XB

- ) ≤ t race( Y )

结论得证。□

4　H2/H∞ 状态反馈控制器设计

　　 由上述讨论可知, 混合 H 2/ H ∞状态反馈控制

问题等价于寻找一个状态反馈增益 K , 使矩阵 X , Y

及 K 满足式( 6) 和式( 9) , 且能极小化 ‖T z
2
w ( s)‖

2
2

的上界 t race( Y )。

　　定理 2　 考虑系统 ( 1)。如果存在矩阵 X ∈

R
n×n

( X 非奇异) , L ∈ R
q×n
及 Y ∈ R

m×m
满足如下

LM Is

! ( �;X , L ) =

A X + B 2L + ( AX + B2L ) T ( C1X + D 1L ) T B 1

C1X + D 1L - I 0

BT
1 0 - �2I

< 0

∀ ( X , L ) =

A X + B 2L + ( AX + B2L ) T ( C2X + D 2L ) T

C2X + D 2L - I
< 0

EX EB-

B
- TET Y

≥ 0

( 11)

使得( E, A + B2L X
- 1, B 1, C2 + D 2L X

- 1 ) 是严格真

的且 t race( Y ) 最小, 即 min{ t race( Y ) } , 其中 B
- =

QPB 1, 非奇异矩阵P , Q使( E , A + B 2L X
- 1 ) 有如式

( 4) 的分解,则系统( 1) 存在混合 H 2/ H ∞ 状态反馈

控制器( 2) ; 若式( 11) 的最优解为( X
*

, Y
*

, L
*

) , 则

相应的混合H 2 / H ∞控制器

K
*

= L
*

( X
*

)
- 1

( 12)

从而使

‖T z
∞
w ( s)‖∞ < �,　‖T z

2
w( s)‖2≤ trace( Y * )

　　证明 　 假设式( 11) 成立, 且设控制器 K =

L X
- 1及 V = X

- 1 ,则 A k = A + B 2L X
- 1 ,于是有

X
- 1 0 0

0 I 0

0 0 I

T

! (�; X , L )

X
- 1 0 0

0 I 0

0 0 I

=

A
T
k V + V

T
A k C

T
k1 V

T
B1

Ck1 - I 0

B
T
1 V 0 - �2

I

< 0

X
- 1 0

0 I

T

∀ ( X , L )
X

- 1 0

0 I
=

A
T
k V + V

T
A k C

T
k2

Ck2 - I
< 0

X
- 1

0

0 I

T
EX EB-

B- T
E

T
Y

X
- 1

0

0 I
=

X
- 1

0

0 I

T
X

T
E

T
EB-

B- T
E

T
Y

X
- 1

0

0 I
=

E
T
V V

T
EB-

B- T
E

T
V Y

≥ 0
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即存在矩阵 V , Y 满足式( 6) 和式( 9) , 于是结论成

立。□

5　仿真算例

　　设系统( 1) 的系数矩阵为

E =
1 0

0 0
,　A =

10 2

0 1
,　B 1 =

1

0

B 2 =
10

1
,　C1 = [ 10　1] ,　C2 = [ - 1　0]

D 1 = 0. 4, 　D 2 = 0. 5

　　如果取 �= 0. 5,求得式( 11) 的最优解为

X
*

=
0. 604 6 0

18. 008 0 0. 385 2
,　Y

*
= 1. 654 5

L
*

= [ - 43. 403 1　 - 2. 047 5]

且

P =
1 - 11. 853 9

0 - 0. 231 7
,　Q =

1 0

20. 052 3 1

　　状态反馈增益为

K
* = [ 86. 532 4　 - 5. 315 3]

使得闭环系统( E , A k ) 是容许的, T z
2
w ( s) 是严格真

的(其中 A k =
875. 324 4 - 51. 153 4

86. 532 4 - 4. 315 3
) 且

‖T z∞w ( s)‖∞ < 0. 5,　‖T z 2w ( s)‖2≤ 1. 286 3

　　如果取 �= 1,则有

X
*

=
0. 616 5 0

- 2. 893 8 - 0. 971 7

L
* = [ - 5. 997 8　0. 397 6]

Y
* = 1. 622 8,　K

* = [ 86. 532 4　 - 5. 315 3]

且

‖T z
∞
w( s)‖∞ < 1, 　‖T z

2
w ( s)‖2≤ 1. 273 9

6　结　　语

　　本文主要研究广义线性系统的混合H 2 / H ∞次

优控制问题, 给出 H 2 / H ∞状态反馈控制器的一个

LM I 设计方法,使得闭环系统在满足 H ∞ 次优性能

的前提下极小化 H 2范数的上界。并通过算例对本

文的设计方法作了进一步说明。
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