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广义系统Wiener状态滤波新算法
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摘　要: 应用时域上的现代时间序列分析方法, 基于 ARM A 新息模型和白噪声估计理论, 由一种新的

非递推最优状态估值器的递推变形, 提出了广义系统Wiener 状态滤波的一种新算法,它可统一处理滤

波、平滑和预报问题, 且具有渐近稳定性。同某些算法相比, 它避免了求解 Riccati方程和 Diophantine 方

程,且避免了计算伪逆, 因而减小了计算负担。仿真例子说明了其有效性。
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Abstract: A new algo rithm to Wiener st ate filt ering for descr ipto r systems is pr esented by using t he

modern time-series analy sis method in the time domain. T he alg or it hm is based on the autor eg ressive

moving aver age ( ARM A) innovat ion model and w hite noise estim ation t heo ry , and exploit s a r ecur sive

version of a new non-recur sive optimal state estimator s. I t can handle t he filtering , smoot hing and

predict ion problems in a unified fr amewo rk, and has the asympt otic stabilit y. Compared w ith some

ex isting a lg or ithms, it avo ids solving the Riccati equations and Diophantine equations, and avoids t he

calculation of the pseudo-inver se, w hich r educes the computational burden. A simulation example

shows it s effectiveness.
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1　引　　言

　　广义系统在电网络、经济、机器人等领域经常遇

到,因而受到人们普遍的关注。用经典Kalman 滤波

方法处理广义系统状态估计问题的缺点是: 要求解

广义 Riccat i方程, 计算负担较大, 且不能统一处理

滤波、平滑和预报问题 [ 1]。为此,文献[ 2～4]用现代

时间序列分析方法提出了广义 Kalman 估值器, 可

统一处理滤波、平滑和预报问题,且避免了求解 Ric-

cati方程。但其缺点是:对不稳定系统,广义Kalman

估值器是非渐近稳定的。要保证其渐近稳定性,要求

计算最优初始状态估值
[ 2, 3]
或将不稳定系统变换为

稳定系统[ 4] ,增加了计算负担。用频域上的Wiener

滤波方法处理常规系统状态估计问题要求解 Dio-

phant ine 方程
[ 5]

,且目前尚不能解决广义系统状态

估计问题。文献[ 2, 6, 7]用时域Wiener 滤波方法提

出的Wiener状态滤波器要求计算矩阵的伪逆, 计算
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负担较大。

　　本文用现代时间序列分析方法
[ 8]

,基于ARMA

新息模型和白噪声估值器, 提出了广义Wiener 状态

估值器的一种新算法, 克服了上述缺点。它可统一处

理滤波、平滑和预报问题, 且避免了求解 Riccat i方

程和 Diophant ine 方程。它具有以观测信号作为输

入的ARM A递推表达式,且具有渐近稳定性。避免

了计算伪逆或最优初始状态估值,减小了计算负担。

　　考虑离散时间广义线性随机系统

Mx ( t + 1) = � x ( t) + �w ( t) ( 1)

y ( t ) = H x ( t) + v ( t ) ( 2)

其中:状态 x ( t ) ∈ R
n
,观测 y ( t) ∈ R

m
, w ( t) ∈ R

r
,

v ( t ) ∈ R
m; M , � , � , H 为常阵。

　　假设 1 　M 是奇异方阵, 即 det ( M ) = 0。

　　假设2　系统是正则的 , 即对任意复数 z ,

det ( zM - � ) � 0。

　　假设 3　 系统是完全可观的, 即对任意复数 z ,

有

r ank
zM - �

H
= n, 　rank

M

H
= n ( 3)

　　假设 4　w ( t ) 和 v ( t) 是零均值相关白噪声

E
w ( t )

v ( t)
[ w T ( j )　v

T ( j ) ] =
Qw S

S
T

Q v

 ij

( 4)

其中: E为数学期望, T 为转置号,  tt= 1,  tj = 0( t≠

j )。

　　Wiener 状态滤波问题是:基于观测( y ( t + N ) ,

y ( t + N - 1) ,⋯) 求状态 x ( t) 的稳态最优(即线性

最小方差) 估值器 x
�( t� t + N ) ,它具有以观测 y ( t +

N ) 作为输入的传递矩阵形式, 或具有以观测 y ( t +

N ) 作为输入的ARM A递推滤波器形式。对于 N =

0, N > 0或N < 0,分别称其为Wiener状态滤波器,

平滑器或预报器。

2　ARMA新息模型

　　由式( 1) 和( 2) 可得

y ( t ) = H ( M - q
- 1� ) - 1� q- 1

w ( t) + v ( t) ( 5)

其中 q
- 1
为单位滞后算子。引入左素分解

H ( M - q
- 1� ) - 1� q- 1 = A

- 1
Bq

! ( 6)

其中: A 和 B 为形如

X = X ( q- 1 ) = X 0 + X 1q
- 1 + ⋯ + X n

x
q

- n
x

的多项式矩阵, X i 为系数矩阵, nx 为 X 的阶次, 即

deg ( X ) = nx ,规定X i = 0( i > nx ) ,且A 0 = I m, B0≠

0, !为整数。

　　将式( 6) 代入式( 5) ,有 ARM A 新息模型

A y ( t) = D∀( t) ( 7)

D∀( t) = Bq
!
w ( t ) + A v ( t) ( 8)

其中: D是稳定的多项式矩阵, D 0 = I m, ∀( t) ∈R
m是

零均值、方差阵为 Q∀的白噪声。D 和Q∀可由Gever s

和 Wouters算法
[ 8]
求得。新息 ∀( t) 可取初值( ∀( 0) ,

⋯, ∀( nd - 1) ) 由式( 7) 递推计算,即

∀( t) = A y ( t ) - D 1∀( t - 1) - ⋯ - D n
d
∀( t - nd )

t = nd, nd + 1,⋯ ( 9)

3　引　　理

　　引理 1[ 8]　系统( 1) 和( 2) 在假设 1～ 4下, 有

W iener 滤波器形式的白噪声估值器

w
�( t� t + N ) = L

w
NA

~
D
~ - 1

y ( t + N )

v
�( t� t + N ) = L

v
N A

~
D
~ - 1

y ( t + N )
( 10)

其中: A 和 D由式( 7) 定义, A~ 和D
~ 由如下右素分解

D
- 1
A = A

~
D
~ - 1 ( 11)

决定。带D
~

0 = I m, 且对N < - ( !∨0) , 定义L
w
N = 0,

L
v
N = 0;对 N ≥- ( !∨ 0) , 定义

L
w
N = ∑

N

i= - ( !∨0)

# w
i Q

- 1
∀ q

i- N

L
v
N = ∑

N

i= - ( !∨0)

# v
iQ

- 1
∀ q

i- N

( 12)

并定义( !∨ 0) = m ax ( !, 0) ,且

# w
i = QwF

T
i+ ( !∨0) + S G

T
i+ ( !∨0)

# v
i = QvG

T
i+ ( !∨0) + S

T
F

T
i+ ( !∨ 0)

( 13)

其中 F i 和 G i 可递推计算为

F i = - D 1F i- 1 - ⋯ - D n
d
F i- n

d
+ B

-
i

F i = 0,　i < 0

B- i = 0,　i > nb-

( 14)

G i = - D 1G i- 1 - ⋯ - D n
dG i- n

d + A
-

i

G i = 0,　i < 0

A
-

i = 0, 　i > na-

( 15)

并定义

B
- = Bq

( !∧0) ,　A
- = Aq

( - !∧0)

( !∧ 0) = min( !, 0)

( - !∧ 0) = min( - !, 0)

　　引理2
[ 9]
　在假设1～3下,存在 n×m矩阵K

使

det [ M - q
- 1( � + K H ) ] = ∃q- n

∃≠ 0为常数 ( 16)

　　用 K 左乘式( 2) 并与式( 1) 相加得

Mx ( t + 1) = ( � + K H ) x ( t ) + � w ( t) -

　　　　　　K y ( t) + K v ( t )
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x ( t ) = [ M - q
- 1

( � + K H ) ]
- 1

[ �w ( t - 1) -

　　　K y ( t - 1) + K v ( t - 1) ] ( 17)

由式( 16) 和式( 17) 可引出如下引理:

　　引理 3　系统( 1) 和( 2) 在假设 1～4下, 有状

态 x ( t ) 的非递推表达式

x ( t ) = Rw ( t + n - 1) - Py ( t + n - 1) +

P v ( t + n - 1) ( 18)

其中多项式矩阵 R 和 P 定义为

R = adj[ M - q
- 1 ( � + KH ) ] � /∃

P = adj[ M - q
- 1( � + KH ) ] K /∃

( 19)

adj A 表示 A 的伴随阵。

　　引理 4[ 8]　 A
 

st ro¨m 最优观测预报器为

y
�( t + i� t) = J iD

~ - 1
y ( t) ( 20)

其中: A~ 和 D
~ 由式( 11) 决定, J i 由

D
~ = E iA

~ + q
- i
J i ,　i > 0

J i = D
~
q
i
,　i≤ 0

( 21)

决定。deg ( E i ) = i - 1, deg( J i) = max ( na~ - 1, nd
~ -

i)。

4　广义Wiener 状态估值器

　　定理 1　系统( 1) 和( 2) 在假设 1～4下, 有渐

近稳定的广义Wiener 状态估值器

x
�( t� t + N ) = K ND

~ - 1
y ( t + N ) ( 22)

或表为

detD
~
x
�
( t� t + N ) = K N adjD

~
y ( t + N ) ( 23)

其中多项式矩阵 K N 为

K N =∑
n
r

i= 0

R iL
w
N - n+ 1+ iA

~ - ∑
n
p

i= 0

P iJ n- 1- i- N +

∑
n
p

i= 0

P iL
v
N - n+ 1+ iA

~ ( 24)

或表为 ARM A 递推形式

D
-

Nx
�( t� t + N ) = K

-
Ny ( t + N ) ( 25)

带左素分解

D
- - 1

N K
-

N = K ND
~ - 1 ,　D

-
N 0 = I n ( 26)

　　证明　由式( 18) 和射影性质有非递推最优状

态估值器

x
�
( t� t + N ) =

∑
n
r

i= 0
R iw

�
( t + n - 1 - i� t + N ) -

∑
n
p

i= 0

P iy
�( t + n - 1 - i� t + N ) +

∑
n
p

i= 0

P iv
�( t + n - 1 - i� t + N ) ( 27)

将式( 10) 和( 20) 代入( 27) 即得( 22) ～ ( 24) , 引入

左素分解( 26) 即得( 25)。由D的稳定性和( 11) 引出

D
~ 是稳定的, 由 D

~ 的稳定性和( 26) 引出 D
- 是稳定

的, 从而Wiener 状态估值器( 23) 或( 25) 是渐近稳

定的。　□

　　推论 1　单输出系统( 1) 和( 2) 在假设 1～ 4

下,有渐近稳定的广义Wiener 状态估值器

Dx
�( t� t + N ) = K Ny ( t + N ) ( 28)

其中 K N 由式( 24) 置 A
~ = A 计算。

　　 证明　 由 m = 1知 D = D
~ , 由式( 22) 引出

( 28)。　□

5　仿真例子

　　考虑带相关噪声的广义随机系统

1 0 0

- 1 0 1

0 0 0

x ( t + 1) =

0. 9 0 0

- 0. 5 0. 5 0

- 0. 25 0 0. 25

x ( t ) +

1

- 1

0

w ( t )

y ( t) = [ 0　1　0] x ( t ) + v ( t )

x ( t) = [ x 1( t )　x 2 ( t)　x 3 ( t) ]
T

v ( t ) = 0. 5w ( t ) + %( t)

w ( t) 和 %( t) 是零均值独立高斯白噪声, 方差各为&2
w

= 1, &2
% = 1。容易求得 ARMA 新息模型为

( 1 - 0. 9q- 1) y ( t) = ( 1 - 0. 540 5q- 1 ) ∀( t)
其中 &2

∀ = 7. 447 1, 且有关系

( 1 - 0. 540 5q
- 1

) ∀( t) =

( 2 - 0. 8q
- 1

) w ( t) + ( 1 - 0. 9q
- 1

) v ( t)

由引理2用比较系数法可求得K = [ 1 - 0. 5　0] T ,

∃= - 0. 125, 易算得

R ( q
- 1

) =

0

- 2

0

q
- 1

+

- 2

0. 8

- 2

q
- 2

P ( q
- 1

) =

0

- 1

0

q
- 1

+

- 1

- 0. 1

- 1

q
- 2

取 N = 0,由式( 28) 可得Wiener 状态滤波器

( 1 - 0. 540 5q- 1 ) x�( t� t) = K 0y ( t )

K 0 =

0. 026 5

0. 697 9

0. 026 5

+

0. 335 7

- 0. 268 6

0. 335 7

q
- 1

　　仿真结果见图1～图3,其中实线为 x i( t ) ,虚线

为 x
�
i( t� t) , i = 1, 2, 3。
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图 1　x1( t) 和广义Wiener滤波器 x�1( t� t)

图 2　x2( t) 和广义Wiener滤波器 x
�
2( t� t)

图 3　x3( t) 和广义Wiener滤波器 x
�
3( t� t)

6　结　　论

　　本文运用现代时间序列分析方法,首先将状态

表示为白噪声和观测信号的线性组合,进而由射影

运算引出非递推最优状态估值器。基于 ARM A 新

息模型和白噪声估值器,由非递推最优状态估值器

的递推变形, 提出了一种新的渐近稳定的广义

W iener 状态估值器。它以观测信号作为输入,可统

一处理滤波、平滑和预报问题, 且避免了求解 Ric-

cati方程和 Diophant ine 方程,避免了计算伪逆或最

优初始状态估值, 算法简单,可减小计算负担, 便于

应用。
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