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基于正交最小二乘法的小波网络在系统辨识中的应用

李德强, 黄莎白
(中国科学院 沈阳自动化研究所, 辽宁 沈阳 110016)

摘　要: 利用单尺度小波框架理论建立初始小波网络。首先, 提出基于ROLS 思想的小波网络正交化算

法,实现参数的在线辨识。其次, 提出一种基于 OLS 思想的小波网络结构辨识算法, 删除那些对网络影

响小的小波基,来解决高维辨识问题。最后, 列举事例证明了所述方法的有效性。
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Abstract: Sing le scaling wavelet fr ame theor y is used to build up an initia l w avelet netw ork. ROLS

met hod is pr oposed to o r thogonalize the wavelet s to r ealize par ametr ic est imation on-line. Then OLS
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pr oposed methods.
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1　引　　言

　　小波既能逼近低频信息, 又能识别高频信号的

多分辨率特性[ 1] ,使小波网络在系统辨识领域中得

到一定应用, 但以前的应用往往局限于低维系统,在

处理高维非线性系统时,往往出现数据爆炸现象。神

经网络虽在处理高维系统上表现出很强的能力,但

在结构辨识和参数辨识方面不是很完善。将神经网

络和小波网络有机地结合起来, 取长补短, 既解决了

高维问题又能有效地进行结构辨识和参数辨识,因

此对它的研究已引起人们的广泛重视,并取得了一

定成果。S CHEN + 等用 OLS 算法辨识 NARMAX

模型及 RBF 网
[ 2, 3]

; Zhang Q inghua利用 Gr am-

Schm idt 算法对小波网络进行正交化
[ 4] ; Gomm J B

用ROLS 算法选择 RBF 网的中心点[ 5]。本文在上述

基础上,提出基于 OLS 思想的小波网络的正交化及

结构辨识方法, 较成功地解决了高维小波网络的辨

识问题。

2　小波网络的建立

　　Kugarajah 等提出, 在单尺度下, 直接构造

L 2 ( Rd ) 下的正交小波框架需要1个母尺度函数和2d

- 1个母小波函数, 若构造 L 2 ( Rd ) 小波框架, 则只

需一个母小波即可, 且所构造的小波框架受维数 d

的影响较弱
[ 6]
。

　　设 f : R
d
→ R 满足下面模型
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y = f ( x ) + e ( 1)

其中: f 为 L 2( R d) 上的非线性连续函数; e为与 x 不

相关的白噪声; { x i , y i} , i = 1, 2, ⋯, N 为样本数据。

f 可用单尺度离散小波基的线性组合表示,即

f ( x ) = ∑
j∈Z, k∈Zd

�j ,k�j d/ 2 (�j x - k!) ( 2)

其中:设  ( x ) 为母小波函数, �和 !为尺度及平移的
步长 (一般情况下 �= 2, != 1)。

　　Zhang Qinghua 提出基于样本非均匀分布的情

况下,初始小波网络的建立方法
[ 4]
。

　　定义 1　r j = max {‖x‖2 : � j , 0 ( x ) � > ∀} 为紧
支撑半径, ∀为小正实数。在尺度 j 下,小波的支撑半

径为 r 0 / 2
j
,栅格的间距为 1/ 2

j
。构造支撑 x i 的尺度

和平移索引集合

I i = { ( j , k ) :‖x
*
i - k!‖2 ≤ r j /�j = r 0} ( 3)

其中: x *
i = [ x i/�j ] 为尺度索引 j 下,距 x i 最近的栅

格点。在 I i 中,只有支撑 x i 的小波基被选中,而对 x i

来说,空的小波基则被淘汰。对所有的 I i 取并集,所

构造的有限小波框架将支撑整个输入空间,即

# = { j , k: ( j , k ) ∈ I 1 ∪ I 2 ∪⋯∪ I N}

　　用单索引重新表达 # = [  1 ,  2,⋯,  L ]。至此,

便完成了初始小波网络的构造。

3　正交最小二乘法 OLS

　　式( 1) 可表示为

Y = # �+ E ( 4)

J (�) = ‖E‖
2
2 = ‖Y - # �‖2

2 ( 5)

其中

　　　　Y = [ y ( 1) ,⋯, y ( N ) ] T

　　　　E = [ e ( 1) ,⋯, e( N ) ] T

　　　　# = [  ( 1) ,⋯,  ( N ) ] T = [ 1,⋯,  L ]

　　　　�= [ �1 ,⋯, �L ] T

3. 1　BOLS算法(一次性正交最小二乘算法)

　　对于式( 4) ,输出空间是由  i 张成的, # 中的部
分小波基为冗余, 只有一部分是重要的,也就是说  i
是相关的, 造成 # 是病态, 不能直接用 LS 算法求

解,一般的方法是用正交化算法计算 �。
　　对小波向量矩阵 # ∈ R

N×L
进行 QR分解

[ # �Y ] —→
QT R Y

⌒

0 Y
～

⋯L 行

⋯N - L 行

Q
T # =

R

0
,　Q

T
Y =

Y
⌒

Y
～

( 6)

其中: Q∈R
N×N为正交矩阵R = [ r1 ,⋯, rL ] ∈R

L×L

为上三角矩阵。

　　正交变换对二范数具有保角映射特性,所以

J (�) = ‖Q
T
Y - Q

T# �‖2
2 =

Y
⌒

Y
～ -

R

0
�

2

2

=
Y
⌒

- R�

Y
～

2

2

( 7)

令

Y
⌒

= R� ( 8)

则

J (�) = ‖Y
～

‖2
2 ( 9)

是误差的平方和。

　　对于式( 8) , 利用 R 为上三角矩阵这一特性, 易

求出 �。
　　具体的 QR分解算法较多, 文献[ 2] 利用 CGS

和 MGS 算法对 NARMAX模型进行辨识。

3. 2　ROLS算法(递推正交最小二乘算法)

　　OLS 算法虽然避免了求逆矩阵, 但当 N 很大

时, QR分解计算量非常大, 难于实现在线计算。为

此,本文提出 ROLS算法来实现 QR 分解。

R ( k - 1) Y
⌒

( k - 1)

 ( k ) y ( k)
—→
QT ( k) R( k ) Y

⌒

( k )

0 y
~( k)

⋯L 行

⋯1行

Q
T
( k)

R( k - 1)

# ( k )
=

R ( k)

0

Q
T ( k)

Y
⌒

( k - 1)

y ( k)
=

Y
⌒

( k)

y
～

( k)
( 10)

当 Y
⌒

( k) = R( k )�( k) 时, 有

J ( k) = ‖Y
～

( k )‖
2
2 =

‖Y
～

( k - 1)‖2
2 + ‖y

~( k )‖2
2 ( 11)

　　ROLS 算法的实现描述如下:

　　1) 初始化 k = 0, R( 0) = �I , 其中�为一任意小

正实数(如 0. 01) , Y
⌒

( 0) = 0, Y
～

( 0) = 0;

　　2) 在 k≥1时,利用式( 10) 进行QR分解。依次

用 R( k - 1) 的主对角线元素与最底行对应元素作

Givens 变换,直到

R ( k - 1)

 ( k)
→

R( k)

0

得到 R ( k) , Q T( k ) , Y
⌒

( k ) 及 y
~( k ) , 用式 ( 11) 计算

J ( k) ;

　　3) k = k + 1。若 k < N 时,转2) ;否则Y
⌒

( N ) =

R ( N )�( N ) ,结束。

　　ROLS 算法的性质概括如下:
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　　1) 解决矩阵 # 为病态的问题;

　　2) �为唯一确定且误差平方和最小;

　　3) 中间步骤不需计算 �( k ) ,只在最后一步计算
�( N ) ;

　　4) 每增加一组新数据,作 L 次 Givens 变换,计

算量小,可实现参数的在线辨识。

4　小波网络的结构辨识

　　本文提出一种基于 OLS 思想的小波网络结构

辨识算法,利用由复杂到简单的方法,顺序从正交小

波网络中删除对网络输出影响最小的小波基,同时

保证网络精度。该结构辨识算法是在上三角矩阵 R

上进行的。假设删除 # 的第 j 列 j , 对应删除R 的第

j 列 r j , j 应满足

j = arg
i
min{‖r i�i‖2

2, i = 1, 2, ⋯, L } ( 12)

删除后 R 和 �分别变为
R′= [ r 1,⋯, r j - 1, r j+ 1 ,⋯, rL ]

�′= [�1 ,⋯, �j- 1 , �j+ 1 ,⋯, �L ] T

对于 Y
⌒

和 R′, �′已不能保证‖Y
⌒

- R′�′‖2
2最小,需

要重新对R′正交化

[ R′�Y
⌒

] —→
Q′T R j Y

⌒

j

0 y
~
j

⋯L - 1行

⋯1行

R′= Q′
R j

0
, 　

Y
⌒

j

y
~

j

= Q
′T
Y
⌒

( 13)

令 Y
⌒

j = R j ∃ j ,有

J j = ‖Y
~

j‖2
2 = ‖y

~
j‖2

2 + ‖Y
~‖2

2 ( 14)

　　可见删除  j 后,结构虽简单了,但误差的平方

和增加了‖y
~
j‖2

2。引入 AIC 准则,取小波网络的结

构复杂性和系统精度的折衷点, 当A IC函数最小

时,所对应的小波网络作为最合理的。令

AIC( %) = N logC(�
^

s) + N s% ( 15)

其中: N 为数据长度, C( �
^

s) = ‖Y
⌒

j‖2
2/ N 代表均方

差, N s为当前小波基的个数, % = 4。

　　Leontarit is 等提出式 ( 15) , %是 chi-squar ed 分

布的一个重要参数,当 %= 4且A IC 取最小值时,模

型的置信度为 95. 44%
[ 7]
。

　　小波网络结构辨识算法描述如下:

　　1) k = 0,利用ROLS 算法初始化Y
⌒

( 0) , R ( 0) ,

�( 0) , 由式( 15) 计算 AIC( 0) ;

　　 2) 选定对输出能量贡献最小的小波基, 并删

除

j =
^

arg
i
min{‖r i�i‖2 , i = 1, 2,⋯, L - k }

　　利用式( 13) , 从 R′的第 j 列开始到最后一列,

依次用主对角线元素与其下面元素作 Givens 变换,

来计算Y
⌒

kj 和 Rkj ,由式( 14) 计算 J kj。令

Y
⌒

( k + 1) = Y
⌒

kj ,　R ( k + 1) = Rkj

J ( k + 1) = J kj

由式( 15) 计算 AIC( k + 1) ;

　　3) 若AIC( k + 1) < AIC( k ) ,计算�( k + 1) , k

= k + 1, 转到 2) , 继续; 否则令 J
*
= J ( k) , Y

*
=

Y
⌒

( k) , R
*
= R

⌒

( k ) ,根据 Y
*
= R

*
计算 �* ,结束。

　　该算法有以下两大优点:

　　1) 在步骤2) 中,只作L - k - j 次Givens变换

就能实现正交化,计算量小;

　　2) 算法中每删除一个小波基都是在上三角矩

阵R( k ) 上进行的,而不需要用ROLS算法重新训练

网络。

5　试验结果

　　母小波函数采用墨西哥草帽

 ( x ) = ( d - ‖x‖2) e- ‖x‖ 2/ 2

定义评价指标

&=
∑

N

i= 1

�y�( x i ) - yi � 2

∑
N

i= 1

( yi - y
-) 2

其中 y
- =

1
N∑

N

i= 1

y i, y�( x i ) 为小波网络输出。

　　 例 1　y = 10sin(∋x 1x 2) + 20( x 3 - 0. 5)
2
+

10x 4 + 5x 5, x = { x 1 , x 2 , x 3, x 4, x 5} = [ - 10, 10]
5
,

在定义域内均匀选取 105个点作为训练样本, 初始

小波网络含 1 226 个小波基, 结构辨识后的小波网

络由 78个小波基构成, &= 0. 003 518。对简化后的

小波网络, 再在定义域内取105个点作为测试样本,

&= 0. 011 47。

图 1　训练样本的 &曲线
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图 2　AIC 曲线

6　结　　论

　　本文利用单尺度小波框架理论,建立了候选小

波集合。在此基础上,运用 ROLS 算法进行 QR分

解,实现小波基的正交化,进而能够计算每个小波基

对网络输出的贡献,可实现参数的在线辨识。利用从

复杂到简单的思想,删除对输出影响小的小波基,引

入 AIC 准则,在网络的结构复杂性和精度之间找到

一平衡点,实现小波网络的结构辨识。实验结果表

明,本文方法计算量小且不用因网络结构的改变而

重复训练网络,对高维非线性系统的辨识具有一定

的指导意义。
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5　结　　论

　　本文提出了多模型预测函数控制策略, 并给出

了模型平滑切换方法, 有效地解决了对象特性变化

过大时,预测函数控制品质变差的问题。火电厂主汽

温对象是典型的时变对象,与采用单一模型预测函

数控制的主汽温系统相比,采用多模型预测函数控

制策略的系统动态品质得到了明显改善。
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