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摘　要: 研究一类连续时间 Markov 控制过程( CTM CP)在紧致行动集上关于平均代价性能准则的优

化算法。根据CTM CP的性能势公式和平均代价最优性方程,导出了求解最优或次最优平稳控制策略的

策略迭代算法和数值迭代算法, 在无需假设迭代算子是 sp-压缩的条件下,给出了这两种算法的收敛性

证明。最后通过分析一个受控排队网络的例子说明了这种方法的优越性。
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Abstract: Optimization algo rithms are st udied for a class of cont inuous-tim e Markov contro l pr ocesses

( CTM CPs) w ith infinite hor izon aver age-co st criteria and compact action set. By using the fo rmula of

per formance potentials and an aver age-co st optima lit y equation for CTMCPs, a po licy iter ation

alg or ithm and a value it eration alg or ithm a re der ived, which can lead to an optimal o r suboptimal

stat ionar y po licy in a finite number of iter ations. T he conver gence o f these a lg or ithms is established,

w it hout the assumpt ion of the cor responding iter ation oper ato r being an sp-cont raction. A numer ical

ex ample of queuing net wo rks show s advant ages o f the pr oposed value iter ation method.
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1　引　　言

　　Markov 控制过程 ( M CP) 可分为离散时间

MCP( DT MCP)和连续时间 MCP( CTMCP)。由于

它在通讯网络、生产调度和军事运筹等实际系统中

具有重要应用,其性能优化问题已成为国内外控制

界的研究热点。目前主要工作集中在具有有限行动

集和可数行动集的 DT MCP 分析上[ 1～3]。对于一些

实际系统,如受控排队网络,需要考虑连续时间和紧

致行动集的情况。文献[ 4]将 Markov 性能势理论引

入 Markov 过程的灵敏度分析, 揭示了性能势与

MCP 的密切联系。在此基础上, 性能势被运用到

MCP 的优化研究中,取得了满意的结果
[ 5, 6]
。

　　本文根据CT MCP 的性能势公式和平均代价最

优性方程,研究其关于紧致行动集的优化问题,给出

了一种策略迭代算法和数值迭代算法, 在无需假设

迭代算子是 sp-压缩的条件下, 证明了这两种算法

的收敛性。
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2　问题描述

　　考虑连续时间Mar kov过程{ X ( t ) , t≥0} , 具有

有限状态空间 � = { 1, 2,⋯,M } 和紧致集 D =

D ( 1) ×D ( 2) ×⋯×D ( M ) , 这里D ( i) 是状态 i的

容许行动集。一个平稳策略记为 v = ( v ( 1) ,⋯,

v (M ) ) ,且 v ( i) = d i ∈D ( i)。令� s是全体平稳策略

集,假设在任意策略 v∈� s驱动下, {X ( t) , t≥0} 是

不可约正常返的, 其状态转移矩阵为 P
v( t ) =

[ p ij ( t , v ( i) ) ] ,无穷小生产元为A
v = [ aij ( v ( i) ) ]。若

{X ( t) , t≥0} 的嵌入Mar kov链的转移矩阵记为 P
v

= [ p ij ( v ( i ) ) ] , 则有

aij ( v ( i ) ) =
 ( i, v ( i ) ) [ p ii ( v ( i ) ) - 1] ,　i = j

 ( i, v ( i ) ) p ij ( v ( i) ) ,　i≠ j

其中  ( i, v ( i) ) 是 Mar kov 过程在状态 i的转移率。

记过程在策略 v 下的性能函数为 f
v
= ( f ( 1, v ( 1) ) ,

⋯, f (M , v (M ) ) )
!
, 状态的稳态概率为 ∀v

= (∀( 1,
v ( 1) ) , ⋯,∀(M , v (M ) ) ) , 则

∀v
e = 1,　A

v
e = 0,　∀v

A
v = 0 ( 1)

其中 e = ( 1, 1, ⋯, 1) !是分量均为 1的M维列向量。

　　假设 1　对任意 i , j ∈� , t≥ 0, p ij ( t, v ( i) ) 是

定义在 D ( i ) 上的连续函数。

　　假设 2　 对任意 i ∈ � , f ( i , v ( i) ) 是定义在
D ( i ) 上的连续实值函数。

　　假设 3　 存在正常数  ,满足
sup

i∈� , v∈� s

{ ( i, v ( i ) ) } =  < + ∞

　　记X = ( X ( t ) , � , D , P v( t ) , f v ) 为约束在� s上

的 CTMCP。X 的无穷水平平均代价期望值准则为

#v
= lim

T→∞

1
T

E{∫
T

0
f ( X ( t) , v ( X ( t) ) ) dt} ,　v ∈ � s

( 2)

由遍历性,系统的稳态性能测度为

#v = ∑
M

i= 1

∀( i, v ( i) ) f ( i , v ( i ) ) = ∀v
f

v ( 3)

　　在 CT MCP 问题中, 优化的目的是要选择一控

制决策方案, 使系统稳态性能测度达到最小。

3　性能势和最优性方程

　　对于 ∃-折扣代价问题, 本文定义折扣 Poisson

方程为

(∃I - A
v
+  e∀v

) g
v
∃= f

v
( 4)

这里 g
v
∃为一列向量。令 P

~v = I + A
v/  , % =  / ( +

∃)。显然P
~

v是一随机矩阵, 0 < %< 1,且(∃I - A
v
+

 e∀v ) = (  + ∃) ( I - %P
~v + %e∀v)。因( P~ v - e∀v ) 的

全体特征值均在单位圆内 [ 4] ,故(∃I - A
v +  e∀v) 非

奇异,式( 4) 存在唯一非零解

g
v
∃= (∃I - A

v +  e∀v ) - 1
f

v

称g
v
∃= ( g

v
∃( 1) ,⋯, g

v
∃(M ) )

!
为∃-势向量, g v

∃( i) 为∃-

势。令 ∃= 0,则有 g
v
= ( - A

v
+  e∀v

)
- 1

f
v
,即

( - A
v +  e∀v) g v = f

v ( 5)

称式( 5) 为CT MCP 的平均代价Poisson方程, g
v
=

( g
v
( 1) ,⋯, g

v
(M ) )

!
为性能势向量, g

v
( i ) 为性能势。

特别地,当 ( i, v ( i) ) ≡1即 = 1时,有g
v = ( - A

v

+ e∀v ) - 1
f

v ,这与文献[ 4] 中取A = P - I 情况下的

性能势是一致的。

　　 对于约束在紧致行动集上的 CT MCP 优化问

题,已证明有下面的定理和推论:

　　定理1　v
*
∈� s是使式( 2) 达到最小的平稳策

略的充分必要条件为:对任意 v ∈ � s ,有

f
v
*

+ A
v
*

g
v
*

≤ f
v + A

v
g

v
*

( 6)

其中≤表示对应分量等于或小于关系成立。

　　式( 5) 可写为  e∀v
g

v = f
v + A

v
g

v ,两边同乘以

∀v 且根据式( 1) 得  ∀v
g

v = ∀v
f

v = #v。则

e#v
= f

v
+ A

v
g

v
( 7)

故最优性定理可等价地表示成如下推论:

　　推论 1　v
*
∈ � s是最优平稳控制策略的充分

必要条件为: v
*
满足 e#v*

= m in
v∈�

s

{ f
v
+ A

v
g

v*

} 或

0 = m in
v∈�

s

{ f
v
+ A

v
g

v*

- e#v*

} ( 8)

式( 8) 称为 CT MCP 基于性能势的平均代价最优性

方程。

　　定理2　在假设1～3下,存在对应一个最优平

稳策略的数据对( #, g) ,满足

0 = min
v∈�

s

{ f
v
+ A

v
g - e#} ( 9)

若( #′, g′) 是满足式( 9) 的任意一个解, 则 #′= #。

4　迭代算法和收敛性证明

4. 1　策略迭代算法

　　Step1: 令 k = 0, &> 0,选择初始策略 v k;

　　Step2: 利用式( 1) 和式( 5) 计算 ∀v
k 和 g

v
k;

　　Step3: 选择 v k+ 1, 对每一状态 i ∈ � ,满足

v k+ 1( i ) =

ar g min
d

i
∈D( i) {

f ( i , d i ) + ∑
M

j = 1

aij ( d i ) g v
k( j ) } ( 10)

　　Step4: 如果 sp( f v
k+ 1 + A

v
k+ 1g

v
k ) < &,则算法停

止,否则令 k : = k + 1,转 Step2。

　　这里定义 sp( h) = max
i
{h( i ) } - min

i
{h( i ) } , 即

sp(�) 为一半范数[ 2]。由假设1～3可知,对每一状态
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i∈� , f ( i, d i ) + ∑
M

j = 1
aij ( d i) g( j )在紧致集D ( i) 上连

续,因此存在 v k+ 1满足式( 10) ,即

f
v

k+ 1 + A
v
k+ 1g

v
k ≤ f

v
+ A

v
g

v
k, 　� v ∈ � s

( 11)

如果 f
v

k+ 1 + A
v

k+ 1g
v

k = f
v

k + A
v

kg
v

k,则有

f
v

k + A
v
kg

v
k ≤ f

v
+ A

v
g

v
k ,　� v ∈ � s

根据定理 1可知 v k 是平均代价最优策略。

　　不失一般性, 现假设 f
v

k+ 1 + A
v
k+ 1g

v
k � f

v
k +

A
v
k g

v
k,其中 � 表示至少存在一对对应分量小于关

系成立,而其他对应分量均相等。因为 ∀( i , v ( i ) ) >
0, � i∈ � , v ∈ � s,由( 1) 和( 7) 两式得到

　 #v
k+ 1 = ∀v

k+ 1 f
v

k+ 1 = ∀v
k+ 1 ( f

v
k+ 1 + A

v
k+ 1g

v
k) <

　 ∀v
k+ 1( f v

k + A
v

kg
v

k) = ∀v
k+ 1e#v

k = #v
k

即 v k+ 1是改进策略。

　　定理 3　 在假设 1～ 3下,若{ v k, k = 0, 1,⋯}

是改进策略序列, 则有

　　1) lim
k→∞

sp( f
v

k+ 1 + A
v

k+ 1g
v

k) = 0;

　　2) 存在一最优平稳策略 v
*
满足lim

k→∞
v k = v

*
,且

lim
k→∞

#vk+ 1 = #v
*

。

　　证明　相应于改进策略序列{ v k, k = 0, 1, ⋯} ,

{#v
k} 是关于 k 的单调递减序列,且有下界 #v*

。根据

连续性条件,存在 ∋= ( ∋1, ∋2, ⋯, ∋M ) ∈D ,满足lim
k→∞

#v
k = #∋,且l im

k→∞
v k = ∋。因此

lim
k→∞

( f
v
k+ 1 + A

v
k+ 1g

v
k) = f

∋
+ A

∋
g
∋
= e#∋

即对任意 i∈� , lim
k→∞

( f
v
k+ 1 + A

v
k+ 1g

v
k ) ( i ) = #∋。因为

sp( f
v

k+ 1 + A
v

k+ 1g
v

k) = max
i∈�

{ ( f
v

k+ 1 + A
v

k+ 1g
v

k) ( i) }

- min
i∈�

{ ( f v
k+ 1 + A

v
k+ 1g

v
k ) ( i ) } ,两边同取极限得

lim
k→∞

sp( f
v

k+ 1 + A
v

k+ 1g
v

k) = #∋ - #∋ = 0

于是对任意给定常数&> 0,存在自然数K , 当k > K

时, sp( f v
k+ 1 + A

v
k+ 1g

v
k) < &成立。

　　现令 k > K ,则由式( 1) 得

#v
k+ 1 = ∀v

k+ 1f
v

k+ 1 = ∀v
k+ 1( f

v
k+ 1 + A

v
k+ 1g

v
k ) ≤

max
i∈�

{ ( f vk+ 1 + A
vk+ 1g

vk) ( i ) }

由式( 11) 得

#v
*

= ∀v
*

f
v
*

= ∀v
*

( f v
*

+ A
v
*

g
vk ) ≥

∀v*

( f
v

k+ 1 + A
v

k+ 1g
v

k) ≥

min
i∈�

{ ( f v
k+ 1 + A

v
k+ 1g

v
k) ( i) }

上面两式相减得

#v
k+ 1 - #v

*

≤ sp( f v
k+ 1 + A

v
k+ 1g

v
k) < &

则 v k+ 1是&-最优策略。根据&的任意性,有lim
k→∞
#v

k+ 1 =

#v
*

。由极限唯一性可得 #v
*

= #∋, 即策略序列{ v k , k

= 1, 2, ⋯} 必然收敛到一最优平稳策略 v
*
= ∋, 所

以有lim
k→∞

v k = v
*
。□

4. 2　数值迭代算法

　　 策略迭代方法需要反复求解改进策略的稳态

概率和性能势向量, 在状态空间很大而存在“维数

灾”的系统中, 这将耗费大量计算时间。本文给出一

种数值迭代寻优算法, 并且在不需假设迭代算子是

sp-压缩的情况下,证明其收敛性。首先易证明

arg min
d∈D

{ f d + A
d
g - e#} = arg min

d∈D
{ f~d + P

~ d
g}

这里 f
~d
= f

d
/ 。因此可构造下列数值迭代算法:

　　Step1: 令 k = 0, &> 0,选择一个初始策略 v k,

计算 g
v

k,且令 h
k = g

v
k ;

　　Step2: 选择 v k+ 1, 对每一状态 i ∈ � ,满足
v k+ 1( i ) =

arg min
d

i
∈D( i) {

f
~( i, d i ) + ∑

M

j= 1

p
~

ij ( d i) hk( j ) } ( 12)

　　Step3: 计算

h
k+ 1 = f

~ v
k+ 1 + P

~ v
k+ 1h

k ( 13)

　　Step4: 如果 sp( h
k+ 1

- h
k
) < &/ , 则记 v& =

v k+ 1,算法停止,否则令 k : = k + 1,转 Step2。

　　定理4　在假设1～3下,上面的数值迭代算法

在有限步内停止,且得到一个 &-最优策略 v &。

　　证明　由假设 1～ 3知,对任意 k , hk 满足

h
k = f

~v
k + P

~ v
kh

k- 1≤ f
~v* + P

~v*

h
k- 1

根据递推关系有

h
k
≤∑

k- 1

n= 0
P nf
~v*

+ Pkh
0

( 14)

这里定义P n = [ P
~v*

]
n
, n≥1,且[ P

~v*

]
0
= I ,可见P

n

也是一随机矩阵,有 P ne = e。由式( 7) 得

e#v*

= f
v*

+ A
v*

g
v*

= f
v*

+  ( P~ v*

- I ) g
v*

两边同除以  ,整理得

f
~ v*

= - ( P
~v*

- I ) g
v*

+ e#v*

/  
代入式( 14) ,则有

h
k ≤∑

k- 1

n= 0

Pn ( - P
~ v

*

g
v
*

+ g
v
*

+ e#v
*

/  ) + Pk h
0≤

ke#v*

/ + g
v*

+ max
i∈�

{ ( h
0
- g

v*

) ( i) } e ( 15)

　　对应算法的迭代过程, 定义一确定性 Markov

策略 ( = ( v 1 , v 2 ,⋯) ,根据式( 13) 通过迭代得

h
k
= f
~v

k + P
~ v

kh
k- 1

=

f
~v

k + P
~v

k( f~
v
k- 1 + P

~ v
k- 1h

k- 2
) =

∑
k

n= 1
P

k- n
( f
~v

n + P
k
( h

0
( 16)
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这里定义P
0
( = I , P

n
( = P

~ v
kP
~v

k- 1⋯P
~v

k- n+ 1, n≥ 1。可

见 P
n
( 也是一随机矩阵。根据式( 8) 有

0 = m in
v∈�

s

{ f v + A
v
g

v
*

- e#v
*

} =

m in
v∈�

s

{ f~
v
+ P

~ v
g

v*

- g
v*

- e#v*

/ }

因此对任意 n, 有

f
~ v

n + P
~ v

ng
v*

- g
v*

- e#v*

/ ≥ 0

即 f
~v

n ≥ g
v*

- P
~ v

ng
v*

+ e#v*

/ 
代入式( 16) 得

h
k ≥∑

k

n= 1
P

k- n
( ( g v

*

- P
~ v

ng
v
*

+ e#v
*

/ ) + P
k
(h

0≥

ke#v* / + g
v* + min

i∈�
{ ( h0 - g

v* ) ( i ) } e ( 17)

由式( 15) 和式( 17) 得

min
i∈�

{ ( h0 - g
v* ) ( i ) } e≤

h
k - k e#v

*

/  - g
v
*

≤

max
i∈�

{ ( h0 - g
v* ) ( i ) } e

对该不等式同除以 k , 且取 k → ∞ 时的极限, 得

lim
k→∞

( hk/ k - e#v
*

/ ) = 0。记 h
k / k - e#v

*

/ = ∋, 这里

∋为无穷小量, 即lim
k→∞
∋= 0。则h

k = k( e#v
*

/  + ∋) ,所

以有

l im
k→∞

( hk+ 1 - h
k ) = e#v

*

/  + lim
k→∞
∋= e#v

*

/  

可见lim
k→∞

sp( h
k+ 1

- h
k
) = 0,所以对任意给定的常数

&, 存在 K , 当 k > K 时,恒有 sp( h
k+ 1

- h
k
) < &/  成

立,即算法在有限步内保证停止。

　　现假设 k > K。注意到对任意 v∈ � s , #v = ∀v
f

v

=  ∀v
f
~ v,∀v

P
~v = ∀v,故有

#v& = #v
k+ 1 =

 ∀v
k+ 1( f~ v

k+ 1 + P
~ v

k+ 1h
k - h

k ) =

 ∀v
k+ 1( hk+ 1 - h

k ) ≤

 max
i∈�

{ ( hk+ 1 - h
k) ( i ) } ( 18)

由式( 12) 得 f
~ v* + P

~ v*

h
k ≥ f

~v
k+ 1 + P

~v
k+ 1h

k,则

#v*

= ∀v*

f
v*

=

 ∀v
*

( f~v
*

+ P
~ v

*

h
k - h

k) ≥

 ∀v* ( f~v
k+ 1 + P

~ v
k+ 1h

k - h
k) =

　　　　  ∀v*

( h
k+ 1

- h
k
) ≥

　 　　　 min
i∈�

{ ( hk+ 1 - h
k ) ( i ) } ( 19)

( 18) 和( 19) 两式相减得

#v& - #v
*

≤  sp( hk+ 1 - h
k) < &

即 v&是 &-最优平稳策略。□

5　数值例子

　　考虑一个具有 2个单类服务节点和 3个顾客的

受控闭排队网络( CCQN)
[ 6]
系统的可能状态数为M

= C
3
4 = 4。记状态为向量n = ( n1 , n2 ) ,其中ni表示系

统在状态n时节点 i的顾客数。状态空间为� = { ( 3,

0) , ( 2, 1) , ( 1, 2) , ( 0, 3) } ,用该集合中元素的序号表

示状态。假设路径转移概率满足 q1, 1 = q2, 2 = 0. 3,

q1, 2 = q2, 1 = 0. 7,服务率 )i, n满足 0. 01≤)i, n≤10,

n i ≠ 0; )i, n = 0, n i = 0。系统在状态 n的性能函数为

　 f ( n, v ( n) ) = ∑
M

i= 1
[ c i( n, v ( n) ) + hi ( n, v ( n) ) ]

式中

ci( n, v ( n) ) =
0,　n i = 0

ln( 1 + n i/ N ))i, n ,　otherw ise

hi ( n, v ( n) ) =
0,　ni = 0

ni / 2)i, n ,　o therw ise

　　对这样一个CTMCP问题,显然假设1～3都满

足。因为在计算中始终有 )1, 1 = )2, 4, )1, 2 = )2, 3 , )1, 3
= )2, 2,且 )2, 1 = )1, 4 = 0,所以为简单起见, 仅记策

略为 v = ()1, 1 , )1, 2, )1, 3)。
　　 该优化问题可用基于梯度的直接寻优方法求

解[ 6] ,取初始策略 v 0 = ( 1, 1, 1) ,解得最优策略为 v
*

= ( 0. 583 046 86, 0. 679 274 85, 1. 125 184 58) , 最

优代价为#* = 0. 990 229 62,运行时间 t s为22. 5 s。

表 1是采用文中提供的数值迭代算法, 在同样的初

始策略 v 0和不同的 &下的计算结果。
　　从表 1中的数据可看出,数值迭代算法具有较

高的精度, 得到的策略是 &-最优策略, 并且运算速
度很快。对于状态维数很大的问题,相对于梯度直接

寻优方法, 其速度优势将更为明显。因为从( 12) 和

( 13)两式可看到,数值迭代算法只是对每个分量分

别进行低维变量寻优和简单的迭代计算,而直接梯

表 1　采用数值迭代算法的结果

& v & #v& ts

0. 01 ( 0. 599 745 05,　0. 679 274 85,　0. 991 764 22) 0. 991 764 22 0. 11

0. 001 ( 0. 587 072 52,　0. 679 274 85,　1. 077 514 53) 0. 990 342 71 2. 28

0. 000 1 ( 0. 583 475 59,　0. 679 274 85,　1. 119 513 99) 0. 990 231 09 7. 30

270 控　　 制　　与　　决　　策 第 18 卷



度算法则需要同时对M维分量进行多变量寻优和

性能势的求解计算。

6　结　　论

　　本文在 Mar kov 性能势的基础上,提供了一种

收敛的策略迭代算法和数值迭代算法,能保证得到

&-最优平稳控制策略,并且给出的假设条件在实际
系统中容易满足。尤其是数值迭代算法,运算简单方

便,相对于常规的梯度算法具有较大的优越性。另

外,由于性能势能够根据单个样本轨道来估计
[ 4, 5]

,

而且相应的优化算法易于并行计算,因此它为大规

模实际 CTMCP 的性能优化提供了一条新途径。
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