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挠性系统的鲁棒控制设计

王广雄, 张　静, 朱井泉
(哈尔滨工业大学 控制工程系, 黑龙江 哈尔滨 150001)

摘　要: 提出一种新的鲁棒设计思想: 将挠性模态部分的 Nyquist图线安排到右半平面。由于综合运用

了频域分析、极点配置、正实性引理、线性矩阵不等式等概念和算法, 使得这种鲁棒控制设计得以实现,

且简单直观。通过两个算例说明了该设计方法的有效性。

关键词: 挠性系统; 鲁棒控制; 正实性; 线性矩阵不等式

中图分类号: TP273　　　　文献标识码: A

Robust control design for f lexible systems

WA N G Guang-x iong, ZH A N G J ing, ZHU J ing-quan

( Depar tment of Cont ro l Eng ineering , Harbin Inst itute of Techno lo gy , Harbin 150001, China)

Abstract: A new design strat egy is presented to place the lo cus par t of t he flex ible mode on t he right-

half Nyquist plane. This design goa l is achiev ed by integ rat ing var ious concept s and algo rithms in

cont ro l theo ry , including the frequency domain analy sis, the pole placement, the Positive-Real Lemma

and LMI′s. T he design method is simple and intuit ive. Examples illustr ate the validity of the design

met hod.
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1　引　　言

　　挠性系统由于具有弱阻尼的谐振模态而不易

控制,尤其是当谐振频率 �n和阻尼比 �等参数有摄
动时,控制系统的性能更不易保证,这在经典控制的

概念中, 需要在控制回路里加陷波滤波器。文献[ 1]

用根轨迹对陷波滤波器的作用进行了分析, 这种陷

波滤波器的参数一般是凭经验设计的。为能进行系

统性设计, 文献[ 1] 介绍了一种状态反馈加观测器

的设计方法, 但最后的验证表明没有鲁棒性 [ 1]。

　　本文介绍一种具有鲁棒性的设计方法, 这种方

法综合运用了频域分析、极点配置、正实性引理、线

性矩阵不等式( LMI) 等概念和算法, 使得这种鲁棒

设计简单且直观。

2　设计思想

　　设挠性系统的特性为[ 1]

G( s) =
�2n ( s/ �1 + 1)

s
2
( s

2
+ 2��ns + �2n) ,　�

1 � �n ( 1)

　　对于这种挠性系统,如果能设法使由于弱阻尼

形成的在跨越谐振频率 �n时的大幅值频率特性位
于 G( j�) 的右半平面(图 1实线) , 就可保证系统的

稳定性,且具有很强的鲁棒性。这是因为 �n和�等参
数变化时系统仍是稳定的,且主导极点的相对于 -

1 点的中频段频率特性是由控制器决定的, 不会随

对象参数而变化。

　　 从图 1可看出, 如果 �n减小,频率特性上的大
幅值圆的起止频率点将沿着第三象限的频率特性向

下移动,如图 1中虚线所示。所以如果能使与最小值
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图 1　开环 Nyquist 曲线

�n对应的特性保证在图示虚线的位置上,那么摄动
后( �n增大) 系统的稳定性总是能保证的。
　　图1虚线所示的特性要求在�< �n之前的中低
频段的频率特性具有足够的相角裕度, 即闭环系统

的一对主导极点要有足够的阻尼。另外,由于有谐振

特性, 幅频特性在 �n 处会有很大的峰值(超出单位
圆) , 这虽然不影响稳定性, 但闭环系统中会存在一

对与 �n相当的极点。这对极点的阻尼比 �是可以设
计的, 但如果要求其远离虚轴, 控制输入 u 就会很

大[ 2] ,所以一般只要求能衰减, 对阻尼比不作过高要

求。

　　本文的设计思想是对这两对极点提出要求,而

对其他高频模态不作严格限制。这两对极点如果能

按上述思路配置, 那么 �n = 1时的系统就会具有图

1所示的频率特性,不仅稳定, 而且对参数摄动具有

鲁棒性。

3　设计方法

　　上面所说的设计思想可通过正实引理和正实

函数的性质来实现。

　　定义 1　有理函数 P ( s) 严格正实( SPR) 是指

Re P ( s) > 0,　当 Re s≥ 0 ( 2)

　　设 P( s) 的状态空间实现是[ A , B , C, D ] ,则有

如下正实引理:

　　引理1　如果存在P = P
T
> 0,使下列不等式

A
T
P + PA PB - C

T

B
T
P - C - ( D + D

T
)
< 0 ( 3)

成立,则函数 P ( s) 是严格正实的。

　　引理 2　如果P ( s) 的极点都在开左半平面,且

是严格正实的,则 P ( s) 的零点也都在开左半平面。

　　引理 1是正实引理的线性矩阵不等式条件
[ 3]
,

引理 2则引自文献[ 4]。

　　 设对象的传递函数为 G( s) , 并设 G( s) 分母的

阶次高于分子的阶次, 将 G( s) 用互质因子表示为

G( s) = N g ( s) / D g ( s) ( 4)

式中

N g ( s) = ngn( s) / d f ( s)

D g ( s) = dg n( s) / d f ( s)

都是稳定的有理函数, 且 d f ( s) 中首项 s
n
的系数为

1。这里用大写字母表示有理函数, 小写字母表示多

项式。

　　同样,控制器 K ( s) 也用互质分解表示为

K ( s) = N k ( s) / D k( s) ( 5)

式中

N k( s) = nkn( s) / d c( s)

D k( s) = dkn( s) / d c( s)

d c( s) 的根都在开左半平面, 且 d c( s) 首项的系数为

1。

　　根据 G( s) 和 K ( s) 得闭环传递函数 T ( s) 为

T ( s) =
N g ( s) N k( s)

D g ( s) D k ( s) + N g ( s) N k ( s)
( 6)

用 P( s) 表示T ( s) 的分母部分,即

P ( s) = D g ( s) D k( s) + N g ( s) N k( s) =

dgn ( s) d kn ( s) + ngn ( s) nkn( s)
d f ( s) d c( s)

( 7)

　　设 P ( s) 对应的状态空间实现是[ A , B, C, D ] ,

这里D = 1,是根据前面对各多项式首项系数为1的

假设得出的。

　　注意到 P ( s) 的分子多项式就是该系统的闭环

特征方程, 而分母多项式 d f ( s) d c( s) 则是在互质分

解中引入的。如果能在设计中保证P ( s) = 1, 就可使

闭环特征方程等于给定的 d f ( s) d c( s) , 这可通过要

求 P( s) 为 SPR,并根据引理 1和引理 2实现。

　　因为式( 3) LM I的求解过程本身就是一种优化

过程,是使不等式左项的对称阵成为最负定的。这个

结果反映在频域上,就是在所有的 �下 ReP( j�) 达
到最大值。由于P ( s)状态实现中的D = 1,频率特性

高频段受 1 的制约, 所以 LM I 寻优求解结果为

P ( j�) ≈ 1,是一条近似的全通特性。

　　当然, 这样做并不能保证闭环系统的特征方程

就等于给定的 d f ( s) d c( s) ,但可使其近似相等, 这正

好符合本文提出的设计思想。因为这种设计只要求

系统具有图 1所示的图形特征, 而对极点的具体数

值并不严格要求。

　　 具体设计时, 由于控制器的 nkn( s) 和 dkn ( s) 只

进入 P( s) 的分子多项式,故控制器的系数只出现在

C 阵中且以线性存在。将此 C 阵代入式( 3) 后, 控制

器的系数在不等式中也是线性的, 构成了线性不等

式,所以可用 LM I 的通用方法[ 5] 来求解。
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4　算　　例

　　算例 1　设一卫星姿态控制系统
[ 1]
, 其传递函

数为

G( s) =
10Ds + 10K

s
2( s2 + 11Ds + 11K )

式中系数D 和 K 在实际工作中随温度变化,对应的

谐振频率 �n在 1～2 rad/ s之间变化,阻尼比 �的变
化范围是0. 02～ 0. 1。根据上述设计思想, 按最小的

�n来设计,即取�n = 1。至于阻尼比�,则按最坏情况
考虑(�= 0. 02)。设计中取给定的特征方程为

d f ( s) d c( s) = ( s + 0. 15 + i 0. 9) ( s + 0. 15 -

i 0. 9) ( s + 0. 7)
2
( s + 50)

3
( 8)

式中: - 0. 15 + i 0. 9和 - 0. 15 - i 0. 9是考虑由

于谐振模态对应的闭环极点要有适当的阻尼;

- 0. 7的重根是考虑到主导极点要有一定的阻尼,

使系统中低频特性具有足够的相角裕度; s + 50项

是系统的高频模态, 阶次与设定的控制器阶次相当

(三阶) ,而在参数选择上允许有一定的自由度。根据

本文的设计方法, 采用 LMI 工具箱中的 feasp函数

求解式( 3) 得控制器为

k( s) =

230 089( s + 0. 324 2) ( s2 + 0. 115 3s + 0. 751 8)
( s + 36. 14) ( s 2 + 115. 5s + 357 5)

( 9)

此控制器作用下系统的闭环极点分别是 - 0. 15±

i 0. 9, - 0. 7, - 0. 7, - 48. 6± i 2. 2, - 52. 8,闭

环极点与期望极点基本一致。

　　图 1中的虚线就是本例 �n = 1, �= 0. 02时的

Nyquist曲线,在跨越谐振频率�n = 1时以大幅值顺

时针绕过180°角,从而保证了系统的稳定。图 1中的

实线就是参数摄动后 �n = 2时系统的 Nyquist 曲

线,由于�n = 2和 �= 0. 02时频率特性的大圆半径

过大,不便于在同一张图上画出,所以图 1中实线对

应的 �是 0. 1,图形特征与 �= 0. 02时一样。

图 2　系统的脉冲扰动响应

　　图 2中 y 1( t ) 是 �n = 1时对象输入端加脉冲扰

动时的闭环响应, y 2 ( t) 是摄动后( �n = 2) 的脉冲扰

动响应。各个 �n值下 �= 0. 02和 �= 0. 1的响应曲

线基本上是重合的。由于与谐振模态对应的闭环极

点( - 0. 15+ i 0. 9和- 0. 15 - i 0. 9) 的阻尼较小,

所以响应特性呈波动特性, 这是为了减小控制输入

u 而在设计时给定的。

　　算例 2　设挠性系统G ( s) = �2n / ( s2 + 2��ns +
�2n) [ 6] ,其中 �n = 100 rad/ s, �= 0. 000 1。当用本文

方法设计时,可选 d f ( s) d c( s) = ( s + 2 + i100) ( s +

2 - i100) ( s + 30)
2
,用同样的方法可得控制器为

k( s) =
0. 114 7( s

2
- 32. 54s + 7 847)

s( s + 64. 12)

此时系统的闭环极点分别是 - 2 + i100, - 2 -

i 100, - 30. 4, - 29. 6。

　　所得的控制器为非最小相位系统。注意到 k( s)

中 ( s2 - 32. 54s + 7 847) / ( s + 64. 12) 在 � =
100rad/ s处提供约 - 180°的相角,即这个非最小相

位系统的 k( s) 在�= �n处总共提供- 270°的相角。

由于谐振模态造成的频率特性从 - 270°开始顺时

针绕过180°,使频率特性的这个大圆位于右半平面,

所以图3所示即为对应的Nyquist曲线,该设计也相

当于无源性( passive) 设计。

图 3　 算例 2的 Nyquist曲线

5　结　　论

　　1) 本文给出的设计方法主要是对带宽以内的

极点进行配置, 因此方便了设计,而且由于综合运用

了正实性函数的性质和条件, 使得控制器的设计系

统化。

　　2) 对挠性系统的控制来说, 本文采用的是一种

类似于无源性设计的概念,所以具有鲁棒性。这种设

计思想以及本文的设计方法使得设计过程变得简单

且直观。
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