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摘　要: 基于灰色系统 GM( 1, h)模型, 构造了新的多变量广义预测控制算法。该算法所需估计的参数

较少,参数估计中需用数据也少, 且在多步情况下无需求解 Diophant ine方程, 从而使总的计算量明显减

少。仿真实验表明, 该算法对相当广泛的被控对象均能获得良好的控制效果, 不仅提高了实时性, 而且鲁

棒性也很强。

关键词: 灰色系统; 多变量广义预测控制; 算法; 系统辨识; 仿真

中图分类号: TP391. 9　　　　文献标识码: A

Study of generalized predictive control algorithm

and simulation with the MIMO

LUO Kai-yuan
1 , GA O Feng

2, HU L i-rui
3

( 1. Depart ment of Mat hema tics, Guizhou U niver sity , Guiyang 550025, China ; 2. Center o f Modern

Educational T echno lo gy , Zhejiang For estr y Univ ersit y, Lin′an 311300, China; 3. Department o f

Information Engineer ing and Technolog y, Nantong T eacher s Univ er sity, Nantong 226007, China)

Abstract: Based on the gr ey system GM ( 1, h ) model, a novel mult i-par ameter pr ediction contro l

alg or ithm is pr oposed. The algo rithm requir es few er par ameter s needed to be evaluated and small data

in par ameter s evaluation. Diophantine equa tion doesn't need t o be solved on multi-step predict ion. T he

over all computat ion wo rk is r educed apparently. T he simulation test demonstr ates that t he good contro l

can be reached for m any cont ro l plants and the alg or ithm improves bo th the r eal-time and robust

per formance .
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1　引　　言

　　广义预测控制应用于实际工程时,所遇到的主

要问题之一是计算量太大, 实时性受到影响。因此,

减少广义预测控制算法的计算量便成为一个重要的

研究课题
[ 1, 2]
。文献[ 1]给出了一种无需求解 Dio-

phant ine方程的算法,由于该算法是基于 CARIMA

模型,所需估计的参数较多,因而其求逆运算量也较

大,计算量仍然偏高。基于灰色系统 GM( 1, h)模型,

作者在文献[ 3]中构造了一种新的单变量广义预测

控制算法。本文则给出一种多变量算法。由于该算

法是基于灰色系统模型, 所需估计的参数少, 加上在

估计计算中应用有限记忆最小二乘法, 每次估计所

用数据也很少 (这是灰色系统模型的主要优点之

一)
[ 4, 5]
。该模型还具有输出解耦的简单形式, 在多步
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情况下,无需求解 Diophantine 方程,这就使得在线

计算量大大减少, 从而提高了实时性和经济性。大量

仿真实验表明,对相当广泛的被控对象,无论其是否

输出解耦,用单步和多步算法均能获得良好的控制

效果。不失一般性,本文仅限于研究输入输出维数相

同的情况。

2　预测模型

2. 1　单步多变量预测模型

　　由于存在随机干扰等不确定性因素,任一实际

的系统都可以看作灰色系统
[ 4, 5]
。考虑m个输入m

个输出的灰色系统,设测得 m 个输入m 个输出数据

列如下

u
( 0)
i ( 1) , u ( 0)

i ( 2) ,⋯, u( 0 )i ( n) ,　i = 1, 2, ⋯, m

x
( 0)
i ( 1) , x

( 0)
i ( 2) ,⋯, x

( 0)
i ( n) ,　i = 1, 2,⋯, m

其中: u ( 0)
i ( k) 为第 i个输入时间序列的第 k个原始数

据, x ( 0)
i ( k ) 为第 i个输出时间序列的第 k 个原始数

据,上标( 0) 表示原始数据。

　　对该m个输入m个输出共2m个灰时间序列进

行生成累加, 得到一次生成累加数据列

u
( 1)
i ( k) = ∑

k

h= 1
u
( 0)
i ( h)

i = 1, 2,⋯, m,　k = 1, 2, ⋯, n ( 1)

x
( 1)
i ( k) = ∑

k

h= 1
x
( 0)
i ( h)

i = 1, 2,⋯, m,　k = 1, 2, ⋯, n ( 2)

式中符号意义同前, 上标( 1) 表示一次生成累加数

据。

　　利用u
( 1)
i ( k) , x ( 1)

i ( k) ( i = 1, 2,⋯, m ) 可建立m

个 GM ( 1, m + 1) 灰微分方程[ 3] 如下

x
( 0)
j ( k) + aj z

( 1)
j ( k) = ∑

m

i= 1

bj iu
( 1)
i ( k)

j = 1, 2,⋯, m ( 3)

其中

z
( 1)
j ( k) = 0. 5x ( 1)

j ( k ) + 0. 5x ( 1)
j ( k - 1)

称为 x
( 1)
j ( k ) 的紧邻均值生成序列。

　　式( 3) 的参数( a j , bj 1, bj2 ,⋯, bj m) T 可用下式进

行估计[ 3]

a
�
j = ( B T

j B j ) - 1
B

T
j Y j ,　j = 1, 2, ⋯, m ( 4)

其中

B j =

- z
( 1)
j ( 2) u

( 1)
1 ( 2) ⋯ u

( 1)
m ( 2)

- z
( 1)
j ( 3) u

( 1)
1 ( 3) ⋯ u

( 1)
m ( 3)

� � � �
- z

( 1)
j ( n) u

( 1)
1 ( n) ⋯ u

( 1)
m ( n)

j = 1, 2, ⋯, m ( 5)

　　 y j = ( x ( 0)
j ( 2) , x ( 0)

j ( 3) , ⋯, x ( 0)
j ( n) ) T

j = 1, 2, ⋯, m ( 6)

　　方程( 3) 的白化方程或称影子方程为
[ 4, 5]

dx
( 1)
j ( t )
dt

+ aj x
( 1)
j ( t ) = ∑

m

l= 1
bilu

( 1)
l ( t)

j = 1, 2, ⋯, m ( 7)

式( 7) 的参数( aj , bj1 , bj 2, ⋯, bjm) T 即为式( 4) 估算所

得的结果。

　　将式( 7) 离散化得

x
( 1)
j ( k + 1) = ( 1 - T aj ) x

( 1)
j ( k) + ∑

m

i= 1
Tbj iu

( 1)
i ( k)

j = 1, 2, ⋯, m ( 8)

其中 T 为采样周期。

　　式( 8) 乘以差分算子的平方 � 2 = 1 - 2z - 1 +

z
- 2( z - 1 为滞后算子) ,经整理得

x
( 0)
j ( k + 1) = ( 2 - T aj ) x ( 0 )

j ( k) -

( 1 - T aj ) x
( 0 )
j ( k - 1) +

∑
m

i= 1
Tbj i�u ( 0)

i ( k)

j = 1, 2, ⋯, m ( 9)

写成向量形式

X
( 0)
( k + 1) =

G1X
( 0)
( k ) - G 2X

( 0)
( k - 1) + H �U( 0)

( k)

( 10)

其中

X
( 0)
( h) = ( x

( 0)
1 ( h) , x

( 0)
2 ( h) ,⋯, x

( 0)
m ( h) )

T

　　　　h = k - 1, k, k + 1

G1 = diag( ( 2 - Ta1) , ( 2 - Ta2) ,⋯, ( 2 - Tam) )

G2 = diag( ( 1 - Ta1) , ( 1 - Ta2) ,⋯, ( 1 - Tam) )

H = T

b11 b12 ⋯ b1m

b21 b22 ⋯ b2m

� � � �
bm1 bm2 ⋯ bmm

�U ( 0)
( k) = ( �u ( 0)

1 ( k) , �u ( 0)
2 ( k) ,⋯, �u( 0)m ( k) )

T

　　上面得到的模型( 10) , 因为 G1和 G2 均为对角

型,所以该模型具有输出解耦的简单型式。而仿真实

验表明,无论被控对象是否输出解耦,使用模型( 10)

都能获得很好的控制效果, 从而体现了较强的鲁棒

性。多步情形亦同。

2. 2　多步多变量预测模型

　　式( 10) 两边同乘以算子 z
i- 1 ,得

　　　X ( 0) ( k + j ) = G1X
( 0) ( k + i - 1) -

　　　　　　　　　G2X
( 0) ( k + i - 2) +
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　　　　　　H �U ( 0)
( k + i - 1) ( 11)

其中 1≤ i≤ P , P 为最大预测时域长度。将式( 11)

写成向量形式

X
( 0) ( k + 1)

X
( 0) ( k + 2)

�
X

( 0)
( k + P ) mP×1

=

- G 2 G1

0 - G2

0 0

� �
0 0 mP×2m

X
( 0)
( k - 1)

X
( 0)
( k) 2m

+

0

G1 0

- G 2 G1 0

0 - G2 G 1 0

� � � �
0 - G2 G 1 0 mP×mP

×

X
( 0) ( k + 1)

X
( 0) ( k + 2)

�
X

( 0) ( k + P ) mP×1

+

H 0 ⋯ 0

0 H ⋯ 0

� � � �
0 0 ⋯ H

� � � �
0 0 ⋯ 0 mP×mM

×

�U ( 0)
( k)

�U ( 0)
( k + 1)

�
�U ( 0) ( k + M - 1) mM×1

对上式作移项、合并、乘逆等运算,得

X
- ( 0) ( k + 1) = FX

- ( 0) ( k - 1) + S�U- ( 0) ( k )

( 12)

其中

X- ( 0) ( k + 1) =

X
( 0)
( k + 1)

X
( 0)
( k + 2)

�
X

( 0) ( k + P ) mP×1

X
- ( 0)

( k - 1) =
X

( 0)
( k - 1)

X
- ( 0)

( k ) 2m×1

F = A
- 1

- G2 G1

0 - G2

0 0

� �
0 0 mP×2m

S = A
- 1

H 0 ⋯ 0

0 H ⋯ 0

� � � �
0 0 ⋯ H

� � � �
0 0 ⋯ 0 mP×mM

A =

I 0 ⋯ 0 0 0

- G1 I ⋯ 0 0 0

G2 - G1 ⋯ 0 0 0

� � � � �
0 0 ⋯ G2 - G1 I mP×mP

　　显然 A
- 1存在, 于是式( 12) 即为多步多变量预

测模型。

3　最优控制律

3. 1　单步多变量最优控制律

　　 对单步多变量灰色广义预测控制引入以下性

能指标[ 6]

J = {∑
m

j = 1

qj [ x ( 0)
j ( k + 1) - x

( 0)
rj ( k + 1) ] 2 +

∑
m

l= 1

�l [ �u( 0)l ( k) ] 2} ( 13)

其中

x
( 0)
r j ( k + 1) =

1 -  j
1 -  j z - 1w j ,　j = 1, 2, ⋯, m

为参考轨迹, qj 和 �l ( j , l = 1, 2, ⋯, m) 为输出误差

与控制增量的权系数, w j 为第 j 组的输入设定值, 滤

波器参数  j 满足 0 <  j < 1。

　　将式( 13) 写成向量形式

J = { [ X
( 0)
( k + 1) - X

( 0)
r ( k + 1) ]

T
×

Q[ X ( 0) ( k + 1) - X
( 0)
r ( k + 1) ] +

[ �U( 0)
( k) ]

T! [ �U ( 0)
( k ) ] } ( 14)

其中: X ( 0) ( k + 1)和�U ( 0) ( k )的意义同前, X ( 0)
r ( k +

1) = ( x ( 0)
r1 ( k + 1) , x ( 0)

r2 ( k + 1) ,⋯, x ( 0)
r m ( k + 1) ) T, Q

= diag( q1 , q2, ⋯, qm) , ! = diag (�1 , �2,⋯, �m)。
　　将式( 10) 代入式( 14) ,可求得最优控制

�U ( 0) ( k ) = ( H T
QH + !) - 1

H
T
Q ×

[ X ( 0)
r ( k + 1) - G1X

( 0) ( k) +

　　　　　　 G2X
( 0) ( k - 1) ] ( 15)

或写成

U
( 0) ( k) = ( H T

QH + ! ) - 1
H

T
Q×

[ X ( 0)
r ( k + 1) - G1X

( 0) ( k ) +

GX
( 0) ( k - 1) ] + U

( 0) ( k - 1) ( 16)

3. 2　多步多变量最优控制律
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　　对多步多变量灰色广义预测控制引入类似的

二次性能指标 [ 6]

J = {∑
P

i= 1
∑
m

s= 1

qis [ x ( 0)
s ( k + i ) - x

( 0)
rs ( k + i ) ] 2 +

∑
M

i= 1
∑
m

l= 1

�li[ �u ( 0)
l ( k + i - 1) ] 2} ( 17)

写为向量形式

J = { [ X- ( 0) ( k + 1) - X- ( 0)
r ( k + 1) ] T ×

Q
- [ X- ( 0) ( k + 1) - X

- ( 0)
r ( k + 1) ] +

[ �U- ( 0) ( k ) ] T!-[ �U- ( 0) ( k) ] } ( 18)

其中: X- ( 0) ( k + 1) 和�U- ( 0) ( k) 的意义同前, X- ( 0)
r ( k +

1) 为多步多变量参考轨迹,即

X- ( 0)
r ( k + 1) = ( X ( 0)

r ( k + 1) , X ( 0)
r ( k + 2) ,

　　　　　　　⋯, X
( 0)
r ( k + P ) )

T

X
( 0)
r ( k + i) = ( x ( 0)

r 1 ( k + i ) , x ( 0)
r 2 ( k + i) , ⋯,

　　　　　　　x
( 0)
r m ( k + i ) )

T
, 　i = 1, 2,⋯, P

X
( 0)
r ( k) = X

( 0) ( k)

X
( 0)
r ( k + i) =

diag ( r1 ,  r 2, ⋯,  r m) X ( 0)
r ( k + i - 1) +

diag ( 1 -  r1 , 1 -  r 2, ⋯, 1 -  rm)W
W = ( w 1 , w 2,⋯, w m) T ,　i = 1, 2,⋯, P

Q
- = diag ( Q1 , Q 2,⋯, QP )

Qi = diag ( qi1 , qi2 ,⋯, qim) ,　i = 1, 2,⋯, P

! = ( ! 1, ! 2 ,⋯, !M )
! j = ( !j 1, !j 2, ⋯, ! j m) ,　j = 1, 2, ⋯,M

　　将式( 12) 代入式( 18) ,可求得最优控制

�U- ( 0) ( k) = [ ST
Q
-
S + !-] - 1

S
T
Q
- ×

[ X- ( 0)
r ( k + 1) - FX

- ( 0) ( k - 1) ]

( 19)

当前时刻的控制增量则为

�U ( 0)
( k ) =

1 ⋯ 0 0 ⋯ 0

� � � � � �
0 ⋯ 1 0 ⋯ 0 m×mM

×

�U- ( 0) ( k) ( 20)

4　自校正控制器

　　采用有限记忆最小二乘法估计模型参数, 将参

数估计值( 4) 代入最优控制律( 15) , 即得自校正控

制器。多步情况类似。本研究在仿真实验中采用 5个

采样数据对模型参数进行估计。

5　仿真研究

　　 以 MATLAB 为工具进行大量仿真实验, 均表

明了上述算法的有效性。这里仅给出其中两例。

　　例 1　设有如下二输入二输出的被控制系统

x
( 0)
1 ( k) = 0. 4x

( 0)
1 ( k - 1) - 0. 3x

( 0)
2 ( k - 1) +

u
( 0)
1 ( k - 1) + 0. 1u ( 0)

1 ( k - 2) +

u
( 0)
2 ( k - 1) + 0. 3u

( 0)
2 ( k - 2) +

∀1( k ) - 0. 8∀1 ( k - 1) + 0. 15∀1( k - 2)

x
( 0)
2 ( k) = 0. 2x

( 0)
2 ( k - 1) - 0. 3x

( 0)
1 ( k - 2) +

u
( 0)
1 ( k - 1) - 0. 2u ( 0)

1 ( k - 2) +

0. 9u
( 0)
2 ( k - 1) + u

( 0)
2 ( k - 2) +

∀2( k ) - 0. 6∀2 ( k - 1) + 0. 08∀2( k - 2)

其中 ∀1和 ∀2都是均值为零、方差为 0. 01的白噪声。

用单步算法对其进行仿真,参数选择为: T = 0. 1, q1

= q2 = 0. 3, �1 = �2 = 1。仿真结果见图 1,其中曲线

� , � 为参考轨迹 x
( 0)
r1 ( t ) , x ( 0)

r 2 ( t) ; 曲线  , !为输

出轨迹 x
( 0)
1 ( t) , x ( 0)

2 ( t ) ; 曲线 ∀ ,# 为控制作用

u
( 0)
2 ( t) , u ( 0)

1 ( t)。

( a)　控制效果

( b)　控制动作

图 1　例 1 的仿真结果

　　例 2　设有如下被控对象

x
( 0)
1 ( k) - 0. 4x ( 0)

1 ( k - 1) + x
( 0)
2 ( k - 1) =

u
( 0)
1 ( k - 1) + 0. 1u

( 0)
1 ( k - 2) +

u
( 0)
2 ( k - 1) + 0. 3u ( 0)

2 ( k - 2) +

∀1( k) + 0. 02∀1( k - 1) + 0. 012∀1 ( k - 2)

0. 5x ( 0)
1 ( k - 1) + x

( 0)
2 ( k ) - 0. 2x ( 0)

2 ( k - 1) =

u
( 0)
1 ( k - 1) - 0. 2u

( 0)
1 ( k - 2) +

　0. 5u
( 0)
2 ( k - 2) + u

( 0)
2 ( k - 3) +
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　∀2 ( k) + 0. 02∀2( k - 1) + 0. 04∀2 ( k - 2)

其中 ∀1( k) , ∀2( k ) 的意义同例 1。用多步算法进行仿

真。参数选择为: n = 2, T = 0. 1, P = 3,M = 2, Q =

0. 1I ( I为单位矩阵) , ! = 0. 3I ,  r
1
=  r

2
= 0。仿真结

果见图 2, 其中曲线 � ～#的意义同例 1。

( a )　控制效果

( b)　 控制动作

图 2　例 2的仿真结果

6　结　　语

　　基于灰色系统模型, 回避求解Diophant ine方

程,采用有限记忆最小二乘法进行辨识等, 使得本文

所构造的算法计算量大大减少,增强了实时性。该模

型还具有输出解耦的简单形式。大量仿真表明,该算

法对无论输出是否解耦的对象都是有效的,具有很

强的鲁棒性。至于完全解耦的型式则是有待研究的

课题。另外,由于主要设计参数仍以蕴涵方式出现在

闭环脉冲传递函数中,且该函数很复杂,所以进行各

参数间的解析分析仍是一件较为困难的事情。
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