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具有不确定未知界的相似组合系统的鲁棒自适应跟踪控制
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摘　要: 讨论一类具有相似结构的不确定组合系统的鲁棒自适应跟踪问题。针对系统的不确定性界和

扰动界完全未知的情形,首先从理论上证明了可设计鲁棒自适应分散跟踪控制器,确保受控系统的输出

渐近跟踪参考模型的输出;进而从工程实际的角度,给出了确保受控系统输出实用跟踪参考模型输出的

鲁棒自适应分散跟踪控制器的设计方案。
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Robust adaptive tracking control for a class of similar composite

systems with unknown bounds of uncertainties
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( Information Engineer ing Institute, T he PLA Information Eng ineering Univ ersity, Zhengzhou 450002, China)

Abstract: T he problem o f r obust adaptiv e tracking cont ro l fo r a class o f similar composite sy stems w it h

uncerta inties and disturbance is consider ed. The bounds of t he dist urbance and uncer tainties are

assumed to be completely unknown. For such uncer tain dynamical sy st ems, a robust adaptive

decent ralized tr acking contr oller is proposed. T he contr oller ensur es theo retica lly that the output s of

t he contro lled system asympto tically tr ack the outputs o f the r eference model. Furthermore, an

adaptiv e contr ol scheme is g iven to guar antee t he contr olled sy stem pract ically tr ack the refer ence model

fo r pr actical eng ineer ing.

Key words: Adapt ive tr acking ; A symptot ical tr acking; P ractical tracking ; Similar composite sy stem;

U nknow n bounds

1　引　　言

　　跟踪控制在机器人轨迹跟踪、飞行器导航和工

业过程控制中有着广泛的应用。由于建模时被控系

统的模型不可避免地带有某种不确定性并受其影

响,因此,研究系统的鲁棒输出跟踪问题是十分有益

的。

　　随着跟踪控制问题研究的深入,鲁棒跟踪的结

果巳有很多[ 1～7]。文献[ 1, 2]给出了线性多变量系统

调解问题的可解性条件; [ 3]研究了时不变不确定线

性系统的鲁棒渐近跟踪控制; [ 4, 5]探讨了时变不确

定线性系统的鲁棒跟踪控制, 并得到了实际跟踪的

结果; [ 6]则研究了带时变参数的线性组合系统的常

值跟踪问题。然而,以上研究大都是假设不确定项的

界是已知的,且控制器的设计也是基于这样的界。但

实际系统此界难以精确地估计,且随着时间、地点等

因素的变化 , 系统的不确定性本身也在不断变化
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的。若不确定性的实际界超过了设计者所估计的界,

仅利用估计界所得到的控制器(如[ 1～6] )就难以达

到预期的性能指标,甚至导致系统的不稳定;但若估

计界过于保守,比实际界要大得多,则如[ 1～5]所设

计的控制器虽能满足设计者的要求,但控制器保守

性较大,控制增益较高,系统的性能指标就难以得到

保证。针对系统的不确定性界和扰动界完全未知的

情形,文献[ 7]探讨了含时变不确定线性系统的自适

应鲁棒跟踪控制问题, 并得到了渐近跟踪结果, 但此

结果仅是关于一般系统的,且所设计的控制器很难

应用于实际。

　　本文主要考虑具有相似结构的不确定组合系统

的鲁棒自适应跟踪控制问题。其不确定性和扰动满

足通常的匹配条件且有界, 但此界是未知的,甚至可

以任意大。通过自适应方法,基于Riccat i方程, 首先

从理论上证明了可设计鲁棒自适应分散跟踪控制

器,确保受控系统的输出渐近跟踪参考模型的输出;

进而从工程实际应用的角度, 给出了确保受控系统

输出实用跟踪参考模型输出的鲁棒自适应分散跟踪

控制器的设计方案。研究结果表明,分散控制器的结

构与系统的相似结构是密切相关的,相似条件的运

用简化了分析与设计。与系统不确定性界和扰动界

已知的情形相比, 本文的设计方法更有效。

2　系统描述

　　考虑如下不确定线性组合大系统

x�i( t ) = [ A i + �A i( t ) ] x i ( t) +

　　　[ B i + �B i( t ) ] u i( t ) +

　　　∑
N

j≠i
H ij ( t) x j ( t ) + qi ( t)

yi ( t) = C ix i ( t) ,　i = 1, 2,⋯, N

( 1)

其中: x i ( t) ∈R
n
, u i( t ) ∈ R

m
, y i ( t) ∈R

p
和 qi( t ) ∈

R
n分别为第 i个子系统的状态、控制输入、量测输出

和加性扰动; �A i ( t) 和 �B i ( t) 为 i 个子系统的时变

不确定性, 且关于时间 t是分段连续的; H ij ( t) 描述

了第 j 个子系统对 i 个子系统的关联和关联不确定

性; A i , B i 和 C i 是具有相应维数的系统矩阵。

　　 这里要解决的问题是, 对系统( 1) 设计自适应

控制器, 使系统( 1) 的输出 y i( t ) 鲁棒跟踪参考模型

的输出 y mi ( t)。假定 y mi ( t) 是如下参考模型的输出

x
�
mi = A mix mi,　ymi = Cmix mi ( 2)

其中: x mi∈R
n
mi, y mi ∈R

p
, 并假定系统( 2) 的状态有

界。这个假设是合理的, 因为系统要实现稳定跟踪,

参考模型的状态必须有界。

　　为跟踪模型( 2) ,我们有如下假设:

　　假设 1
[ 2～4]
　对于系统( 1) 和欲跟踪模型( 2) ,

存在矩阵 G i ∈ R
n×n

m , H i ∈ R
m×n

m ,满足如下矩阵方

程

A i B i

C i 0

G i

H i

=
G iA mi

Cmi

( 3)

　　关于系统( 1) 有如下假设:

　　假设 2　矩阵对( A i　B i ) 是可控的。

　　由假设 2, 根据文献[ 8] 中定义 2. 2. 1知, 系统

( 1) 是相似组合系统, 其相似参量为( T i, F iT
- 1
i ) ( i

= 1, 2, ⋯, N ) ,其中: T i 是非奇异变换, F i 是配置矩

阵。即

x i = T iz i ,　u i = F iT
- 1
i x i + v i ( 4)

i = 1, 2, ⋯, N

从而使系统( 1) 的孤立标称子系统在 z i 坐标下变为

如下形式

z
�
i( t ) = A z i ( t) + Bv i( t ) ( 5)

A = T
- 1
i A iT i + T

- 1
i B iF i,

B = T
- 1
i B i ,　i = 1, 2,⋯, N

( 6)

事实上,能控标准形就是上述一种变换形式[ 9]。

　　 假设 3　关于系统( 1) 的不确定性和加性扰

动,存在分段连续函数矩阵 D i ( t) , E i( t ) , h ij ( t ) 和分

段连续函数向量 q
-
i ( t) ,使得

�A i ( t) = B iD i( t )

�B i( t ) = B iE i( t )

H ij ( t) = B ih ij ( t)

qi( t ) = B iq
-
i( t)

( 7)

且存在非负连续函数�i( t ) ,  i( t ) , �ij ( t) 和!i( t ) 及非

负常数 �*
i ,  *

i , �*
ij 和 !*

i ,使得

‖D i( t )‖≤ �i( t ) ≤ �*
i

‖E i ( t)‖ ≤  i ( t) ≤  *
i < 1

‖hij ( t )‖≤ �ij ( t) ≤ �*
ij

‖q-i( t )‖≤ !i( t ) ≤ !*
i

( 8)

其中: 函数 �i ( t) ,  i ( t) , �ij ( t ) , !i( t ) 和常数 �*
i ,  *

i ,

�*
ij , !*

i 都是未知的。

　　由式( 5) , ( 6) 和假设2知,系统( 1) 在 z i 坐标下

可写成如下形式

z�i ( t) = ( A + �A- i( t ) ) z i( t) +

B ( I + E i( t) ) v i( t ) +

B∑
N

j≠i
h

0
ij ( t) z j ( t) + Bq

-
i ( t) ( 9)

其中

�A- i ( t) = B ( D i( t ) T i + E i( t ) F i) =
∧

BD
-

i( t )

h
0
ij ( t ) = h ij ( t) T j
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则存在非负连续函数 �
-

i( t ) , �
-

ij ( t) 及非负常数 �
-

*
i ,

�
-

*
ij ,使得

‖D- i ( t)‖ ≤ �
-

i ( t) ≤ �
-

*
i

‖h
0
ij ( t )‖≤ �

-

ij ( t ) ≤ �
-

*
ij

　　 由文献[ 9] 知, 矩阵对( A　B ) 仍是可控的,由

此可知,对任何正数 ∀, #, ∃, 下列 Riccat i方程

( A + ∀I ) T
P + P( A + ∀I ) -

#PBBT
P + ∃I = 0 ( 10)

有正定解。

　　由式( 6) 并令

G
-
i = T

- 1
i G i ,　H- i = H i - F iT

- 1
i G i

则式( 3) 可改写为

A B

C iT i 0

G
-

i

H
-

i

=
G
-
iA mi

Cmi

( 11)

　　为论述方便,引入误差变量 ei = z i - G
-
ix mi ,并

令 u
-
i = v i - H

-
ix mi。由系统( 2) 和系统( 9) 可得如下

误差方程

e
�
i = ( A + �A- i( t ) ) ei +

B( I + E i ( t) ) u-i +

B∑
N

j≠i

h
0
ij ( t ) ej + BF

-
i ( t) ( 12)

其中

F
-
i ( t) = ( H- i + D

-
i( t ) ) G- ix mi -

∑
N

j≠i

h
0
ij ( t) G- j x mj + q-i ( t)

可视为误差系统( 12) 的第 i个子系统的集中加性扰

动。根据假设 2和关于系统( 2) 状态的约束知, 存在

连续函数 f i( t ) 和常数 f
*
i ,使得

‖F- i ( t)‖≤ f i( t ) ≤

[‖H- i‖ + �i ( t)‖T iG- i‖ +

 i ( t)‖F iG
-
i‖]‖x mi ( t)‖ +

∑
N

j≠i

�ij ( t)‖T jG
-
j‖‖x mj ( t)‖ + !i ( t) ≤

[‖H- i‖ + �*
i ‖T iG

-
i‖ +

 *
i ‖F iG

-
i‖] ( max

t
‖x mi ( t)‖) +

∑
N

j≠i

�*
ij ‖T jG- j‖( max

t
‖x mj ( t)‖) + !*

i =
∧

f
*
i ( 13)

且非负连续函数 f i ( t) 和非负常数 f
*
i 仍是未知的。

3　鲁棒自适应渐近跟踪控制器的设计

　　基于以上假设,关于误差系统( 12) 构造如下自

适应鲁棒渐近跟踪控制器

u
-
i = u

-1
i + u

-2
i ( 14)

其中　　　　　　

　　　u-1
i = - w i1 ( t) B T

P ei( t ) ( 15a)

　　　u-
2
i =

- w i2 ( t)
B

T
Pei ( t)

‖B
T
Pei ( t)‖

　　B
T
Pe i( t ) ≠ 0

0,　BT
Pe i( t ) = 0　　　　　( 15b)

控制增益中的 w i1( t ) 和 w i2( t ) 是关于参数

w
*
i1 = [# +

N
∃( �*

-

i ) 2 +

∑
N

j≠i

N
∃(�*

ij )
2

] / 2( 1 -  *
i )

w
*
i2 = f

*
i / ( 1 -  *

i )

的估计,它们分别采用下列自适应律

w
�
i1 ( t) = ∃i1‖BT

Pe i( t)‖
2

w i1 ( 0) =
∧

w i10≥ 0

w
�
i2 ( t) = ∃i2‖BT

Pe i( t)‖

w i2 ( 0) =
∧

w i20≥ 0

( 16)

其中: ∃i1和 ∃i2( i = 1, 2, ⋯, N ) 是正常数, w i10和w i20

是非负有限数。

　　因此,我们有下述结论:

　　定理 1　 考虑系统( 1) 和参考模型( 2) 满足假

设 1～ 3, 则系统( 1) 和参考模型( 2) 构成的误差系

统( 12) 在控制器( 14) 和自适应律( 16) 下,误差系统

( 12) 的状态将渐近趋于零, 自适应变量保持有界,

且自适应变量的变化率也随时间趋于零。即

lim
t�→+ ∞

w ij ( t ) = 0,其中 i = 1, 2,⋯, N ; j = 1, 2。

　　证明略。

4　鲁棒自适应指数实用跟踪控制器的设计

　　上节给出了系统( 1) 渐近跟踪参考模型( 2) 的

自适应控制设计方案, 但并没有给出能否实现指数

跟踪的判定, 而这一点在工程实际中是十分重要的

问题。本节试图解决这一问题,同时要求所设计的控

制器结构上具有相似特性以简化系统的分析和设

计, 并使跟踪误差在有限时间内进入允许的误差范

围。为讨论方便,记

w i1 ( t) =
1

1 -  *
i

[# +
N
∃( ( �

-

i ( t) ) 2 +

　　　　∑
N

j≠i
( �

-

ij ( t ) )
2

) ]

w i2 ( t) =
1

1 -  *
i
f i ( t)

( 17)

可视w i1( t ) 为误差系统( 12)的每个子系统的集中不

确定性, w i2 ( t ) 为误差系统( 12) 的每个子系统的加

性扰动。由假设 3知 w i1( t ) 和 w i2( t ) 对 � t∈R
+ 也
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是连续有界函数, 且有

w i1 ( t) ≤ w
*
i1 = (#+ N

∃( �
-

*
i ) 2 +

　　　　∑
N

j≠i

N
∃( �

-
*
ij ) 2

) / ( 1 -  *
i )

w i2 ( t) ≤ w
*
i2 = f

*
i / ( 1 -  *

i )

( 18)

　　因此, 关于误差系统( 12) , 给出如下自适应指

数实用跟踪控制器

u
-
i ( t) = -

1
2
ki( t ) BT

Pe i( t ) ( 19)

其中:控制增益函数 ki( t ) 为

ki( t ) = w
 
i1 ( t) + %2

i w
 2
i2( t ) ( 20)

P ∈ R
n×n 由 Riccati方程( 10) 给出, %i ( i = 1, 2,⋯,

N ) 是正的设计参数, w i1 ( t) 和 w
 
i2 ( t) 分别是关于未

知参数 w
*
i1 和 w

*
i2 的估计,且满足下列自适应律

w
 
i1 = - &i1∃i1w i1 +

1
2
∃i1‖BT

Pe i‖
2

w
 !
i2 = - &i2∃i2w i2 + ∃2i‖B

T
P ei‖

( 21)

其中: &ij 和 ∃ij ( i = 1, 2, ⋯, N ; j = 1, 2) 是任意的非

负常数, w i1( t 0) 和 w i2 ( t0) 是式( 21) 的初值, 且大于

等于零,可视为设计参数。

　　对误差系统( 12) 应用式( 19) ,可得到下列闭环

系统

e
�
i( t) = [ A -

1
2 k

i ( t) BB
T
P ] ei ( t) +

[ �A
-

i( t ) -
1
2
ki( t) BE i( t ) BT

P] ei ( t) +

B∑
N

j≠i
h

0
ij ( t) ej ( t ) + BF

-
i ( t) ( 22)

另一方面,设

∋i1 = w
 
i1 - w

*
i1 ,　∋i2 = w

 
i2 - w

*
i2 ( 23)

则可将式( 21) 改写成下列误差方程

∋
!

i1 ( t) = - &i1∃i1∋i1 ( t) +

　　　
1
2
∃i1‖B T

P ei( t )‖2 - &i1∃i1w *
i1

∋
!

i2 ( t) = - &i2∃i2∋i2 ( t) +

　　　
1
2
∃i2‖B T

P ei( t )‖ - &i2∃i2w *
i2

( 24)

则误差系统( 22) 和( 24) 构成的闭环系统将终极一

致有界,并可被下述定理所证实。

　　定理 2　若系统( 1) 满足假设 2和 3, 系统( 1)

和参考模型( 2) 满足假设 1,则误差系统( 22) 和( 24)

构 成 的 闭 环 系 统 的 解 ( ei, ∋i1 , ∋i2 ) ( t ; t0 , ei( t 0) ,

∋i1( t 0) , ∋i2( t 0) ) ( i = 1, 2,⋯, N ) 是终极一致有界的。

　　证明略。

5　仿真算例

　　考虑如下有加性扰动的双摆互联系统

x
�
i = ( A i + �A i ( t) ) x i + ( B i + �B i( t) ) ui +

　　∑
N

j≠i
H ij ( t) x j + qi( t )

y i = Cix i,　i = 1, 2

( 25)

其中

A 1 = A 2 =
0 1

1 0
,　�A i( t ) =

0 0

- w i( t ) 0

B i =
0

1
,　�B i ( t) = B ig i( t )

H ij ( t ) =
0 0

w i( t ) 0
,　qi ( t) =

0

h i( t )

C1 = ( 1, 1) ,　C2 = ( 1, 0)

不确定性参数为w i ( t) 和g i( t ) ,扰动参数为hi ( t)。经

验证,系统( 25) 满足假设 2和假设 3,且是相似组合

系统。

　　欲跟踪模型为

　　x�mi = A mix mi,　ymi = Cmix mi,　i = 1, 2 ( 26)

其中

A m1 =
- 1 0

0 0
,　Am2 =

0 1

- 1 0

Cm1 = ( 0, - 1) ,　Cm2 = ( 1, - 1)

取矩阵

G1 =
1 - 1

- 1 0
,　G2 =

1 - 1

1 1

H 1 = ( 0, 1) ,　H 2 = ( - 2, 2)

知假设 3被满足。下面用数值仿真来说明自适应控

制器( 19) 的有效性。取参数 ∀= 0. 2, #= 2, ∃= 1,

由式( 10) 可得 Riccati方程的正定解

P =
4. 269 8 2. 925 6

2. 925 6 2. 825 1

　　 当系统( 25) 的不确定性取 w i ( t) = 0. 25 +

0. 25sin( 5t) , g i( t ) = 0. 2sin( 5t) , h1 ( t) = 5sin t ,

h2 ( t) = 2cos t ;初始条件取 x 1( 0) = ( 2, 0) , x 2 ( 0) =

( - 2, 0. 5) , x m1( 0) = ( 1, - 2) , x m2( 0) = ( 1, 0. 5) ,

w
 
ij ( 0) = 0( i, j = 1, 2) ; 控制器设计参数取 &11 =

0. 2, &21 = 0. 3, ∃11 = ∃21 = 0. 3, &12 = &22 = 0. 3, ∃12

= 0. 8, ∃22 = 0. 9, %1 = %2 = 5时,系统( 25)的输出跟

踪参考模型( 26) 输出的跟踪结果和自适应变量的

变化情况如图 1～图 3所示。
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图 1　跟踪误差

图 2　自适应变量 w 11和 w 12

图 3　自适应变量 w 21和 w 22

6　结　　语

　　本文研究了一类不确定相似组合系统的鲁棒跟

踪控制问题, 控制器的设计只要求系统的不确定性

和扰动满足匹配条件且有界,但界可以是未知的。设

计方案中并未涉及到系统不确定性和扰动的界。可

见本文的方法更具广泛性且有效,能够处理的不确

定性的扰动参数变化范围更广,控制器具有较强的

鲁棒性。相似条件的运用简化了系统的分析与设计。
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