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摘　要: 对于一般的非自治系统, 根据对偶定理给出一个通用的周时计算公式, 并将其应用到几类非线

性 DEDS, 得到了一些结果,其中包括关于分离系统特征值的 Olsder 定理的一个简洁证明 ,一类具有特

定结构的 min-max 系统在输入均匀序列情况下的周时公式, 以及广义二分系统的周时限幅器等。这些

结果对非线性 DEDS 的分析、综合及周时配置具有重要意义。
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On the cycle time of non-autonomous min-max systems
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Abstract: T he cycle time is the m ost impor tant paramet er associat ed w ith a min-max system. Based on

t he duality t heo r em, a gener al cycle tim e fo rmula is der iv ed. Application o f t his fo rmula to some special

classes o f min-max sy st ems giv es some results, including a shor t pro of o f Olsder′s theor em on t he

eigenva lue of separ ated min-max systems, a cycle time fo rmula for min-max systems w ith certain

str uctur e dr iv en by unifo rm input, and a cycle t ime clipper for wide-sense bipartite systems. T hese

r esults ar e useful for the analy sis, synthesis and cycle time assignment o f min-max systems.
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1　引　　言

　　非线性 DEDS 是近年来发展起来的离散事件

动态系统理论的一个重要分支, 它能在时间层次上

较好地描述在数字电路、通信网络、制造系统中出现

的一类动态系统的行为,因而具有重要的应用价值。

本文研究非自治的非线性 DEDS, 它的动态方程为

x ( k + 1) = F ( x ( k) , u( k ) )。研究非自治非线性

DEDS的性质, 有助于更好地分析复杂非线性DEDS

的行为,并为其系统综合奠定基础。

　　周时( cycle t ime) 是非线性 DEDS 最重要的性

能指标,它的基本含义是系统中两次相邻事件发生

时间的渐近间隔, 即lim
k→∞

x ( k ) / k。对自治的非线性

DEDS 而言,系统的周时完全由转移函数 F决定, 因

此现有文献中把周时定义为函数 F 的特征参量, 记

为 �( F ) = l im
k→∞

F
k
( x ) / k。研究非自治非线性 DEDS

的周时(按其基本含义) , 与输入序列u(�) 的性质有
关,因此势必要将周时的定义从系统扩展到序列。本

文从基本含义出发定义序列的周时, 并导出主要的

研究结果。

2　基本定义及对偶定理

　　极大代数线性DEDS和非线性DEDS的基本概

念参见文献[ 1～ 3]。
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　　定义 1　 设有序列

u( k ) ∈R
q
,　k ≥ 0

则其周时为

�( u) = lim
k→∞

u( k) / k

　　定义 1中的序列是实向量序列, 周时是实向量。

实际上,定义 1也可扩展到极大代数范围内,此时只

需将 R 换成 Rmax = R ∪ { - ∞} , 并规定 - ∞/ k

= - ∞即可。对于线性 DEDS, 已证明其状态序列

一定有周时。对于非线性 DEDS,现已证明其状态序

列具有最终周期性[ 4, 5]。显然,最终周期的序列一定

具有周时。

　　对偶定理是 min-max 函数理论的一个重要结

果。它为周时的计算提供了一个公式,其实质是将一

个 min-max 函数 F 视为所有 F 的纯 max 投影的

min;或者视为所有的纯 min投影的 max。分别对每

个纯 max 投影求其周时, 然后取其最小值; 或者分

别对每个纯min投影求其周时, 然后取其最大值。对

偶定理断定这两种计算方法得到的结果是相同的,

而且都等于 F 的周时。

　　对偶定理　设F : Rn→ R
n是一个min-max 函

数, 记 P ( F) 为所有 F 的纯 max 投影组成的集合,

Q ( F) 为所有 F 的纯 min 投影组成的集合;  ( A ) 表
示极大代数矩阵 A 对应的 min-max 函数的周时,  ′
为  在极小代数的对偶。则

∧
A∈P (F )

 ( A ) = �( F ) = ∨
B∈Q( F)

 ′( B)

3　非自治非线性 DEDS的周时计算公式

　　定理 1　 设 F : Rn+ q → R
n是一个 min-max 函

数, u( �) ∈ R
q
是一个最终周期序列, �( u) =

[ d1　⋯　dq ]
T
,序列 x (�) 满足

x ( k + 1) = F ( x ( k ) , u( k) )

则 x ( �) 的周时 �( x ) 满足

�i ( x ) = ∧
[ A　B]∈P( F)

 i
(

A B

- ∞ D )

i = 1, 2,⋯, n ( 1)

其中

A ∈ R
n×n
max ,　B ∈R

n×q
max

D =

d1

�
d q

　　证明　不失一般性,假设 u(�) 是周期序列。
　　令 p 1 ,⋯, p q分别为u1( �) ,⋯, uq (�) 的周期。并
令 t = p 1 + ⋯+ p q , t1 = 0 , ti = p 1 + ⋯+ p i- 1 , i

= 2, 3, ⋯, q。构造一个新向量序列

v ( k) = [ v 1( k ) ⋯ v t ( k) ]
T
,　k ≥ 0

其中

v t
i
+ l( k) = u i( k + l - 1)

k ≥ 0,　i = 1, 2,⋯, q,　l = 1, 2,⋯, p i

　　根据 u( �) 的周期性,有

v ( 0) =

[ u1 ( 0) ⋯ u1( p 1 - 1) ⋯ uq( 0) ⋯ uq( p q - 1) ]
T

v t
i
+ l( k + 1) = v t

i
+ l+ 1 ( k)

k ≥ 0,　i = 1, 2, ⋯, q, 　l = 1, 2,⋯, p i - 1

v ti+ p
i ( k + 1) = v ti+ 1( k ) + p id i

　k ≥ 0, 　i = 1, 2,⋯, q

令

D i =

- ∞ 0

� �
� 0

p id i - ∞

! =

D 1

�
D q

则

v ( k + 1) = ! � v ( k)

其中 � 表示极大代数矩阵乘法。
　　记 ∀: R t

→ R
q
为将 v ( k) 映射到 u( k ) 的投影映

射。则可得到如下的自治 min-max 系统 G

x ( k + 1)

v ( k + 1)
=

F( x ( k) ) ,∀( v ( k) )
! � v ( k )

　　根据对偶定理,状态序列x (�) 的周时满足等式

�i ( x ) = ∧
#∈P( G)

 i( # ) , 　i = 1, 2,⋯, n

观察 G的结构可知: # ∈P ( G) 当且仅当存在矩阵A

∈ R
n×n
max , B ∈R

n×q
max ,使得

[ A　B] ∈ P ( F) ,　# = [ A　B- 1　⋯　B- q]

其中

B
-

j = [ bj - ∞ ⋯ - ∞]

bj 为 B 的第 j 列。

　　所以,对于 i = 1, 2,⋯, n,有

�i ( x ) = ∧
[ A B] ∈P ( F)

 i

A B- 1 ⋯ B- q

D 1

�

D q

　　现只需证明
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　 i

A B
-

1 ⋯ B
-

q

D 1

�
D q

=  i

A b1 ⋯ bq

d1

�
dq

　　为简便起见, 记上式左端的矩阵为L , 右端的矩

阵为R。根据定义有
 i ( L ) = max {m( c) �c 为 G( L ) 中的圈且到 i 有路} =

 i ( A )  max{ d j � 在 G ( L ) 中从 n + t j + 1到 i有路}

 i (R) = max {m( c) �c 为 G( R) 中的圈且到 i有路} =

 i ( A )  max{ d j � 在 G (R) 中从 n + j 到 i 有路}

　　观察 L 和 R 的结构可知  i( L ) =  i( R)。□
　　定理 1给出了非自治非线性DEDS的通用周时

计算公式,它可看作是对偶定理的一个推广。从定理

1可知:状态序列的周时除了与转移函数有关外,只

与输入序列的周时有关,而与输入序列的其他信息

(如周期、过渡过程长度等) 无关。因此,非自治非线

性DEDS起到了一个周时变换器的作用。另外, 如果

已知某个状态变量 x i 的周时为 d, 则可将转移函数

的第 i个分量改成F i ( x 1,⋯, x n ) = x i + d, 而不会改

变任何变量的周时。

　　显然,定理1也适用于F 为线性DEDS的情况,

此时证明无须用到对偶定理。

4　周时计算公式的应用

　　定理 1的意义不仅在于提供了一个计算公式,

而且提示了一种新的思路: 将非线性 DEDS 的状态

变量看作是在系统中流动的携带周时信息的“信

号”。由这种思路出发可得到一些新的结果。

4. 1　Olsder 定理的一个简洁证明

　　引理 1　设 x (�) ∈R
n, y ( �) ∈ R

m, F : Rn+ m→

R
n , G: R n+ m→R

m是min-max函数,M 为如下定义的

min-max 系统。

x ( k + 1)

y ( k + 1)
= M

x ( k)

y ( k)
: =

F ( x ( k ) , y ( k) )

G( x ( k ) , y ( k) )

而且存在一个不可约的极大代数矩阵 A , 使得对任

意 x ∈ R
n
, y ∈ R

m
, F ( x , y ) ≥ A � x。则系统 M 的

周时满足 �i(M ) = � j ( M ) , 1≤ i , j ≤ n。

　　证明略。

　　分离非线性DEDS是 Olsder在文献[ 6] 中提出

的,它的转移函数是分离 min-max 函数, 其每个分

量要么只包含 max 和 / 或 + ,要么只包含 min和 /

或 + 。因此,分离 min-max 函数可以写成如下形式

z ( k ) =
x ( k)

y ( k)
,　z ( k + 1) = M ( z ( k) )

其中

x ( k) ∈ R
n
, 　y ( k) ∈ R

m
,　k ≥ 0

且有

x ( k + 1) = A � x ( k )  B � y ( k)

y ( k + 1) = C � ′x ( k )  ′D � ′y ( k )
( 2)

其中:  ′和 � ′分别是  和 � 的极小代数对偶。
A 和B是极大代数矩阵, C和D是极小代数矩阵。为

确保M为min-max 函数,要求[ A　B ] 和[ C　D ] 中

每行至少有一个有限元素。

　　 关于分离 min-max 系统的 Olsder 定理是

min-max 系统理论中最早的一个重要结果, 是由

Olsder 在[ 6] 中提出并证明的, 但该定理的原始证

明篇幅很长。下面给出一个较简单的新证明。

　　Olsder定理　在系统( 2) 中, A 和D不可约, 其

特征值分别是 ∃max 和∃min ; B≠- ∞, C≠∞。记1n为

分量全为 1的 n维向量。于是

　　1) 如果 ∃max > ∃min,则

� (M ) = [ ∃max �1n　∃min �1m] T

　　2) 如果∃max≤∃min, 则M具有特征值∃,且∃max≤

∃≤ ∃min。

　　证明　根据引理1,对任意1≤ i , j ≤n, � i(M )

= � j (M )。根据引理 1的对偶,对任意 1≤ i , j ≤ m,

有 �n+ i(M ) = �n+ j (M )。

　　令�( x ) = ∃1�1n , �( y ) = ∃2 �1m。由于min-max

系统状态序列是最终周期的, 且 B ≠- ∞, C ≠∞,

根据定理 1有

∃1 = ∃max ∨ ∃2 ( 3)

∃2 = ∃min∧ ∃1 ( 4)

　　1) 如果 ∃max > ∃min, 则显然 ∃1 > ∃2, 易知 ∃1 =
∃max , ∃2 = ∃min。

　　2) 如果∃max≤∃min, 根据式( 3) 有∃1≥∃max。用反

证法可证明∃1≤ ∃min。否则如果 ∃1 > ∃min ,根据式( 4)

有 ∃2 = ∃min ,而由式( 3) 有 ∃1 = ∃min ,矛盾。
　　综上可得∃max≤∃1≤∃min。再次使用式( 4) ,得到

∃1 = ∃2,记 ∃= ∃1 = ∃2。□
　　 这里的证明没有涉及特征向量, 而文献[ 6] 则

同时证明了特征向量的存在性。不过,对于 min-max

函数, 已经证明特征值的存在性和特征向量的存在

性是等价的, 这是 min-max 函数理论的重要结果

—— 广义特征向量存在性定理[ 7, 8] 的一个推论。另

外,本文的 Olsder 定理证明并不依赖于对偶定理。

4. 2　输入均匀序列情况下的周时

　　考虑如下的一类 min-max 系统

x ( k + 1) = F ( x ( k) ,　y ( k ) ) ∨ u( k )

y ( k + 1) = G( x ( k) )
( 5)
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其中: x ( �) , u(�) ∈ R
n
; y (�) ∈ R

m
。

　　这种系统所对应的自治系统为

x ( k + 1) = F ( x ( k ) , y ( k) )

y ( k + 1) = G( x ( k) )
( 6)

　　这种系统的结构类似于左上三角矩阵。下面研

究这类系统在均匀输入,即输入向量中周时的所有

分量相同情况下的行为。

　　定理 2　 在系统( 5) 中,设 u(�) 为最终周期序
列,其周时为 �( u) = d �1n。令

z ( k ) =
x ( k)

y ( k)

则

�( z ) = � (M ) ∨ �( u)
其中M 表示系统( 5) 的自治子系统( 6)。

　　证明　记 F
- 为系统( 5) 的转移函数, 即在系统

( 5) 中

x ( k + 1)

y ( k + 1)
= F

-
x ( k )

y ( k )

u( k)

　　根据定理 1, 对 i = 1, 2,⋯, n + m ,有

�i ( z ) = ∧
[ A　B]∈P( F

-
)
 i

A B

- ∞ D

其中

A ∈ R
( n+ m )×( n+ m)
max ,　B ∈ R

( n+ m)×n
max ,　D = d �I n

　　根据 F
- 的结构,有[ A　B ] ∈P ( F- ) ,当且仅当

B =
I n

- ∞
　且　A =

A 11 A 12

A 21 - ∞

其中

[ A 11　A 12 ] ∈ P( F- ) ,　A 21∈ P( G )

　　因此

�i( z ) = ∧
[ A

11
A
12

]∈P ( F)

A
21
∈P( G)

 i
A 11 A 12 I n

A 21 - ∞ - ∞

- ∞ - ∞ D

　　 注意到在上面矩阵的优先图中,对每个 i = 1,

2, ⋯, n,有一条从顶点n + m + i到 i的路;在顶点n

+ m + i处, 有一个权为d 的圈。而对每个 j = n +

1, n + 2,⋯, n + m ,由于A 21中每行至少有一个有限

元素,故必定有从某个 1≤ i≤n的顶点 i到 j 的路。

总之,对每个 i = 1, 2,⋯, n + m, 有

�i ( z ) = ∧
[ A

11
　A

12
]∈P( F)

A
21
∈P (G)

d ∨  i
A 11 A 12

A 21 - ∞

由于运算∧对∨成立分配律, 故应有

�i( z ) = d ∨ ∧
[ A

11
　A

12
]∈P (F )

A
21
∈P ( G)

 i
A 11 A 12

A 21 - ∞
=

d ∨ �i (M )

所以

�( z ) = �(M ) ∨ �( u) □

　　从定理 2出发,可得一个类似于 Olsder 定理的

特征值存在性定理。

　　定理 3　 设 x ( �) ∈ R
n
1, y ( �) ∈ R

m
1, v (�) ∈

R
n2, w ( �) ∈ R

m2。现有两个 min-max 系统

M 1:
x ( k + 1) = F1 ( x ( k ) , y ( k) )

y ( k + 1) = G1( x ( k) )

M 2:
v ( k + 1) = F 2( v ( k) , w ( k ) )

w ( k + 1) = G2 ( v ( k) )

M 1和 M 2分别有特征值 ∃1和 ∃2,且 ∃1≤ ∃2。设 M 为

将 M1和 M 2如下连接起来的新系统

x ( k + 1)

y ( k + 1)

v ( k + 1)

w ( k + 1)

=

F1 ( x ( k ) , y ( k) ) ∨ B � v ( k)

G 1( x ( k ) )

F2( v ( k) , w ( k) ) ∧ C � ′x ( k )
G2( v ( k) )

其中: B 是极大代数矩阵且其元素全为有限, C 是极

小代数矩阵且其每行至少有一有限元素。则 M 具有

特征值 ∃,且 ∃1≤ ∃≤ ∃2。
　　证明 　 由于 B 的元素全为有限, 易知 B �
v (�) 为均匀序列(即周时各个分量相同)。又由于M 1

有特征值,根据定理 2,存在实数 1 = �i (M ) , i = 1,

2,⋯, n1 + m1。

　　现已证明 x (�) 为均匀序列,由于C中每行至少

有一有限元素,所以 M2 的输入也是均匀序列。又因

为 M2有特征值,根据定理2的对偶, 存在实数  2 =

�i(M ) , i = n1 + m1 + 1,⋯, n1 + m1 + n2 + m 2。

　　再次运用定理 2及其对偶, 有  1 = ∃1∨  2 ,  2

= ∃2∧  1。采用与Olsder 定理的证明中相同的论证

方法,可证明 M 具有特征值 ∃,且 ∃1≤ ∃≤ ∃2。□
4. 3　针对广义二分系统的周时限幅器

　　一个分离min-max 系统,如果A = - ∞且D =

∞,则它称为二分系统。现引入广义二分系统的概

念,这类系统包含了二分系统。

　　定义 4　一个 min-max 系统称为广义二分系

统,如果它具有下面的形式

x ( k + 1) = F ( y ( k) )

y ( k + 1) = G( x ( k) )
( 7)

　　定理 4　设 z ( k ) =
x ( k)

y ( k)
, k≥0为一个如式
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( 7) 所示的广义二分系统在有外部输入情况下的状

态序列,即

x ( k + 1) = F ( y ( k) ) ∨ u( k)

y ( k + 1) = G( x ( k) ) ∧ v ( k)

其中: u(�) 和 v (�) 为最终周期的均匀序列, �( u) =
a �1n, �( v ) = b �1n ,且 a≤ b。则 z (�) 的周时满足

�( z ) = ( a �1n+ m ∨ � (M ) ) ∧ b �1n+ m ( 9)

　　证明　根据定理1,不失一般性地假设u( k) =

ka �1n, v ( k) = kb �1m。设 z′(�) 为系统 M 在输入序

列只有 u(�) 的情况下的状态序列, 即

x ( k + 1) = F ( y ( k) ) ∨ u( k)

y ( k + 1) = G( x ( k) )

　　根据定理 2, 有

�( z′) = a �1n+ m∨ �(M )

　　现将 u(�) 视为如下式
x ( k + 1) = F ( y ( k) ) ∨ u( k)

y ( k + 1) = G( x ( k) )

u( k + 1) = u( k) + a �1n
所示的自治系统 M′的状态序列的一部分。显然

�(M′) =
a �1n+ m ∨ � (M )

a �1n
引入一假想的输入序列w (�) ∈R

n , w ( k) = kb �1n,

并将
v

w
作为 M′的输入序列,则有

x ( k + 1) = F ( y ( k) ) ∨ u( k)

y ( k + 1) = G( x ( k) ) ∧ v ( k )

u( k + 1) = ( u( k) + a �1n) ∧ w ( k )

由于
v

w
为均匀序列,且M′的结构及输入结构满足

定理 2的对偶的条件, 所以

�
x

y

u

=
( a �1n+ m∨ � (M ) ) ∧ b �1n+ m

a �1n∧ b �1n

又由于a≤ b,所以在上面的系统中仍有u( k ) = ka�

1n。这个非自治系统的状态序列
x

y
就是定理4中所

述的 z ,即有式( 9) 成立。□

　　从定理 4可看出,对于广义二分系统而言,输入

u(�) 和 v (�) 起到了限幅的作用。定理4可用于研究

由广义二分系统与其他系统连接而成的大系统的动

态行为。

5　结　　语

　　本文通过对非自治非线性 DEDS 周时的研究,

推导出一个通用的计算公式, 并由此得到一系列结

果: 关于分离系统特征值 Olsder 定理的一个简洁的

证明,一类具有特定结构的 min-max 系统在输入均

匀序列情况下的周时公式, 以及广义二分系统的周

时限幅器等。这些结果为分析由多个子系统耦合而

成的大系统, 估计其周时, 检验系统是否具有特征

值,估计特征值的上下界等提供了理论工具, 因此对

非线性DEDS 的分析和综合具有重要意义。
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