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摘　要: 约简与核是粗糙集理论的两个重要概念,而直接由定义来计算约简与核是一个典型的N P 难

题。发现了分辨矩阵的若干有用性质,利用这些性质使粗糙集理论中的求核与约简问题得以解决。进而

分别讨论了无决策信息系统的约简和有决策信息系统的约简问题。最后举例说明了所得结果的有效性。
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Abstract: R eduction and co re are tw o impo rtan t concep ts in rough set theo ry, w h ile computing

reductions and co re acco rding to the defin it ions directly is a typ ical N P p rob lem. A num ber of usefu l

natu res of the discernab le m atrix is discovered, and used to so lve the N P p rob lem. T he p rob lem s of

reducing system s w ith and w ithou t decision are discussed respectively. T he effectiveness of the resu lt

ob ta ined is demonstra ted by an examp le.
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1　引　　言
　　粗糙集 (R S)理论是 20世纪末发展起来的一种

处理不精确、不一致和不完整等各种不完备信息的

数学理论[1 ]。文献[ 2, 3 ]对其作了很好的综述,文献

[ 4 ]则是国内第一本介绍R S理论的专著。粗糙集理

论中的一个重要概念就是定义了信息系统的“核”,

它是信息系统中不可或缺的部分,包含在该信息系

统的任一简化形式之中。显然,求核可作为所有约简

的基础,并提供了从信息系统中分析多余属性的途

径。因此,“核”和“约简”被认为是 R S 理论的精

华[2 ]。

　　目前,粗糙集理论并没有提供直接从信息系统

中求取核的方法。根据核的定义来求核,则须先求出

该信息系统的所有约简,再通过求交集得到核,这样

求得的核已失去了指导对信息系统约简的意义。对

信息系统进行约简,求解最小子集是粗糙集理论研

究中的一个基本问题,其计算的复杂性随着数据表

的增大呈指数增长,是一个典型的N P 难题[2 ]。

　　文献[ 5 ]提出一种分辨矩阵的方法,可将计算量

减半; 文献 [ 6 ]则采用遗传算法来搜索比较优的约

简。但从解决N P 问题的角度看,都没有取得根本性

的突破。本文的主要工作是在文献[ 5 ]介绍的分辨矩

阵的基础上,寻求一种直接求取信息系统核的方法,

从而使约简信息系统的工作得以简化。
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2　问题表述
　　对于一个信息系统S ,研究其论域U = {U 1,U 2,

⋯, U m },U i 是研究对象。条件属性集 P = {P 1, P 2,

⋯, P n}, P i 是条件属性。信息系统的一般表达形式

如表 1所示。
表 1　信息系统的一般表达形式

U
P

P 1 P 2 ⋯ P n

U 1 p 11 p 12 ⋯ p 1n

U 2 p 21 p 22 ⋯ p 2n

� � � �

U m pm 1 pm 2 ⋯ pm n

　　现根据条件属性集P ,给出R S理论中的有关定

义:

　　1) 若U i≠U j ,则称U i和U j是在P下可分辨的。

　　2) 若S 中所有U i都是两两可分辨的,则称S 是

在 P 下可分辨的,记为 ind (P )。

　　3) 若去掉 P 中某个条件属性 P i后, S 仍是可分

辨的,即有 ind (P - P i) = ind (P ) ,则称P i是 P 中可

约简的。

　　4) 若P 中任一条件属性P i都是不可约简的,则

称 P 为独立的。

　　注 1　P 为独立的意味着属性集 P 中的任一属

性都是必不可少的, 它独立地构成一组表达系统分

类的特征。

　　5) 对于属性子集 A Α P , 若满足 ind (A ) =

ind (P ) ,且A 是独立的, 则称A 为 P 的一个最小子

集,记为m in (P )。

　　注 2　一个属性集 P 可能有多个最小子集。

　　6) 核的定义: P 中所有最小子集的交集称为 P

的核,记为 P c = ∩m in i (P )。

　　P c是表征系统必不可少的重要属性集。显然,

按定义来求取P c,要先求出P 的所有最小子集,而如

何求出 P 的最小子集,还没有较为简便的方法。文献

[ 5 ] 介绍了一种基于分辨矩阵的方法, 即先构造一

个与信息系统有关的分辨矩阵,再将 P 的每一个可

能的子集与该分辨矩阵的每一个元素进行比较, 最

终确定该子集是否为 P 的一个最小子集。这是一项

很费时的工作。如果一个信息系统研究的对象数目

为m ,属性数目为 n,则考察属性集 P 的一个子集是

否为最小子集,要进行 n×m 2次比较。n个属性可构

成 2n 个子集, 这些子集都有可能是最小子集, 要求

出所有最小子集, 理论上需要 2n ×m 2 次基本操

作[1 ]。这就是所谓的N P 难题。但是, 目前尚未见到

比这更好的方法。

　　本文经过研究发现,分辨矩阵有许多有用的性

质,可直接用于系统的求核与约简,而不必对所有的

子集进行检验。

　　在给出主要结果之前,首先介绍分辨矩阵D 的

概念: D 是一个m ×m 矩阵,其中的每一个元素D ij

都是 P 的一个子集,即有D ij Α P。D ij 的具体定义如

下

D ij = {d ij 1, d ij2,⋯, d ijn}

i, j = 1, 2,⋯,m (1)

其中 d ij k 确定如下

d ijk =
Á ,　p ik = p j k ,

P k ,　p ik ≠ p j k ,
　k = 1, 2,⋯, n (2)

　注3　D 是一个主对角线为 Á 的对称矩阵。
　　注4　D 与属性集P有关,不同的属性集有不同

的 D。为了区别,用D (P ) 和D (Q ) 分别表示对应不

同的属性集 P 和Q 的分辨矩阵。

　　下面举例说明分辨矩阵的形成。对于表 2所示

的一个知识系统,按上面介绍的方法,可得到该系统

的分辨矩阵如下
表 2　一个知识系统的数据

U
P

P 1 P 2 P 3 P 4 P 5

U 1 2 1 1 1 1

U 2 1 1 2 1 2

U 3 1 2 2 1 1

U 4 1 2 2 1 2

U 5 1 2 2 2 2

U 6 1 1 2 1 1

D (P ) =

0 P 1P 3P 5 P 1P 2P 3 P 1P 2P 3P 5 P 1P 2P 3P 4P 5 P 1P 3

0 P 2P 5 P 2 P 2P 4 P 5

0 P 5 P 4P 5 P 2

0 P 4 P 2P 5

0 P 2P 4P 5

0

(3)

3　主要结果
　　为了便于证明后面的结果, 首先给出两个引

理:

　　引理 1　若存在某个D ij (P ) = Á , i, j ∈ [ 1,

m ], i≠ j ,则U 中的两个对象U i和U j由属性集P 不

450 控　　制　　与　　决　　策 第 18 卷



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

可分辨。

　　证明　由D ij (P ) 的定义可知,D ij (P ) = Á 意
味着U i和U j对于P中各个属性的取值都相同,即有

U i = U j ,所以由属性集 P 不能分辨U i 和U j。□

　　引理 2　若属性集Q = P - P k ,则有

D ij (Q ) =
D ij (P ) - P k ,　P k ∈D ij (P )

D ij (P ) ,　P k | D ij (P )

　　证明　因为Q是P去掉属性P k后剩下的子集,

D ij (Q ) 和D ij (P ) 的差别也仅由此产生,而D ij (Q ) 中

肯定不含 P k , 所以当 P k | D ij (P ) 时, 有D ij (Q ) =

D ij (P ) ; 而当P k∈D ij (P ) 时,去掉D ij (P ) 中的P k就

是D ij (Q )。□

3. 1　核集的求取

　　这里介绍如何直接由分辨矩阵来求取系统的

核集。不失一般性,假定系统S 对于属性集 P 是可分

辨的,则有如下结果:

　　 定理 1　P 中任一属性 P k ∈ P c, 充要条件为:

D (P ) 中至少存在一个D ij (P ) ,满足D ij (P ) = {P k }。

　　证明　必要性:若P k∈P c,则意味着P k是不可

约简的。令Q = P - P k ,则有 ind (Q ) ≠ ind (P )。由引

理 1知,系统S对于属性集Q的分辨矩阵中至少存在

一个元素D ij (Q ) ,满足D ij (Q ) = Á ,D ij (P ) ≠Á。由
引理2知,系统S对于属性集P的分辨矩阵中对应的

元素D ij (P ) ,满足D ij (P ) = D ij (Q ) + P k = {P k }。必

要性得证。

　　 充分性: 若D 中至少存在一个D ij (P ) , 满足

D ij (P ) = {P k },则由引理 2知,对于Q 的分辨矩阵,

有D ij (Q ) = D ij (P ) - P k = Á ,这说明P k是 P 中不

可约简的,即 P k ∈ P c。充分性得证。□

　　定理 1提供了一种直接求核集 P c的方法。例如

对于表 2 的信息系统, 由其分辨矩阵 (3) 和定理 1,

很容易得到 P 的核集 P c = {P 2, P 4, P 5}。

3. 2　无决策系统的约简

　　无决策系统指的是属性集只有条件属性而没

有决策属性的系统。上述举例就是一个无决策的系

统。这种系统的约简就是求取最小属性集。前已求出

P 的核集 P c,则子集B = (P - P c) 中的属性都是可

约简的。但是B 中的所有属性通常不能同时约简,除

非 P 只有唯一的一个最小子集,即 P c = m in (P )。这

只是一种特殊情况。一般说, P 有若干个最小子集。

　　定理 2　设系统 S 对于属性集 P 是可分辨的,

B 1 Α B ,要使 ind (P - B 1) = ind (P ) 成立,充要条件

为: 对所有的D ij (P ) , i, j = 1, 2,⋯, n , i ≠ j , 均有

D ij (P ) ⁄
—

B 1。

　　证明　充分性:因为B 1 Α B ,所以B 1中的任一

元素都不属于 P c,即都是可约简的。若定理 2条件成

立,则意味着将B 1 中包含的属性同时约简后, 仍能

保证D ij (P - B 1) ≠Á ,对所有 i, j = 1, 2,⋯, n , i≠

j 成立。充分性得证。

　　必要性: 设B 1 中属性是可同时约简的,且至少

存在一个D 3
ij (P ) Α B 1,则当B 1中属性同时约简后,

必有D 3
ij (P - B 1) = Á。这说明B 1中属性是不可同

时约简的,此假设不成立。必要性得证。□

　　应用定理 2来考查表 2的知识系统。经计算知,

对于B = {P 1, P 3},因为D 26 = {P 1, P 3} = B ,所以

P 1和P 3是不能同时约简的。进而可知P存在两个最

小属性子集: {P 1, P 2, P 4, P 5} 和{P 2, P 3, P 4, P 5}。显

然,求最小属性子集的工作得以大大简化。

3. 3　有决策系统的简化

　　有决策系统与无决策系统的区别在于: 有决策

系统的属性集可分为两部分,一部分是条件属性,另

一部分是决策属性;而无决策系统则没有决策属性。

对于简化的目的,二者也有明显的不同:无决策系统

的简化是为了得到最小属性集和核集; 有决策系统

的简化则是为了得到最简的决策规则。无决策系统

简化的理论依据是可分辨性准则; 有决策系统的简

化依据是协调性原则。

　　定义 1 (协调性定义)　对于决策系统中的两个

对象, 如果满足如下两个条件之一: 1) 其条件属性

的取值至少有一个属性不同; 2) 有相同的条件属性

取值时,其决策属性的取值是相同的。则称这两个对

象是协调的;否则称为不协调的。如果系统中任何一

对对象都是协调的,则称该系统是协调的。

　　有决策系统的简化只是针对条件属性集,而决

策属性集是不需简化的。因此,在简化这类系统的过

程中,为方便起见,可将不同的决策属性组合用编号

表示。这样,决策属性集便可用一个一维编号变量来

代替。不失一般性, 假设系统是协调且可分辨的, 并

设 P 是条件属性集, e是决策编号变量。

　　 (P , e) 为一协调算法。若 P i ∈ P , 满足 ( (P -

P i) , e) 仍是协调的,则称 P i 是 P 中可约简的; 否则

称 P i是不可约简的。

　　定义2　如果所有的条件属性P i∈P都是决策

算法 (P , e) 中不可约简的,则决策算法 (P , e) 是独立

的。如果条件属性子集A Α P ,且决策算法 (A , e) 是

独立且协调的, 则称A 为决策算法 (P , e) 中 P 的简

化。决策算法 (A , e) 称为决策算法 (P , e) 的简化。
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　　引理 3　若至少存在一个D ij (P , e) ∈D (P , e) ,

满足D ij (P , e) = {e}, 则决策算法 (P , e) 是不协调

的。

　　证明　D ij (P , e) = {e},表明U i和U j的条件属

性取值是相同的,但决策属性取值不同。由协调性定

义知,U i和U j 是不协调的。□

　　定理 3　任一条件属性P k∈ P 是决策算法 (P ,

e) 中不可约简的, 充要条件为: 至少存在一个

D ij (P , e) ∈D (P , e) ,满足D ij (P , e) = {P k , e}。

　　证明　必要性:如果条件属性 P k ∈ P 是决策

算法 (P , e) 中不可约简的, 则意味着至少存在一个

D ij (P , e) ∈D (P , e) ,满足D ij (P , e) - P k = D ij ( (P

- P k ) , e) = {e},即D ij (P , e) = {e} + P k = {P k , e}。

必要性得证。

　　充分性:若存在一个D ij (P , e) ∈D (P , e) ,满足

D ij (P , e) = {P k , e},如果要约简 P k ,则有D ij ( (P -

P k ) , e) = {e}。由引理 3知,系统变成不协调的,所以

P k 是不可约简的。充分性得证。□

　　算法 (P , e) 可能有若干个不同的简化, 所有简

化的交集称为算法 (P , e) 的核。核是所有不可约简

的属性之集合,记作 co re (P , e)。

　　设B = {P , e} - co re (P , e) ,即B 是算法 (P , e)

中所有可约简的属性之集合,但B 通常不是可同时

全部约简的。如果B 可以同时全部约简,则说明算法

(P , e) 只有一个简化,就是 co re (P , e)。

　　定理 4　对于协调算法 (P , e) ,B 1 Α B ,要使算

法 ( (P - B 1) , e) 仍是协调的,充要条件为:对任何含

有 e的D ij (P , e) ,均满足{D ij (P , e) - e} ⁄ B 1。

　　证明略。

4　举例说明
　　对于表 3所示的一个有决策的信息系统,其分

辨矩阵为
表 3　一个有决策系统的数据

U
P

P 1 P 2 P 3 e

U 1 1 3 2 1

U 2 2 1 1 3

U 3 2 1 2 2

U 4 1 2 2 1

U 5 1 2 1 2

　D (P , e) =

　

0 P 1P 2P 3e P 1P 2e P 2 P 2P 3e

0 P 3e P 1P 2P 3e P 1P 2e

0 P 1P 2e P 1P 2P 3

0 P 3e

0

(5)

　　由以上分辨矩阵可知, 满足定理 3 的元素有

{P 3, e}, 即系统的核集为{P 3, e}, P 3 是条件属性集

中不可约简的属性,B = {P 1, P 2}。那么 P 1 和 P 2 是

否可同时约简呢?考察可知,D (P , e) 中至少有一个

元素, 例如D 13 = {P 1, P 2, e}, 使得{ (D 13 - e) } =

{P 1, P 2} = B。由定理 4知, P 1和P 2是不能同时约简

的。因此, 该系统有两个简化形式, 即 ({P 1, P 3}, e)

和 ({P 2, P 3}, e)。

5　结　　语
　　文献[ 5 ]在介绍分辨矩阵时,只看到了它的对称

性,并将其用于约简信息系统,使工作量减少了将近

一半。然而,对于一个N P 难题的解决,这是远远不

够的。本文给出的若干结果,使得系统的求核与约简

大为简化,当系统的分辨矩阵构成后,通过对分辨矩

阵简单的观察即可完成。故可认为R S 理论中求核

与约简这一N P 难题基本得到解决。

参考文献 (R eferences) :

[ 1 ] Paw lak Z. Rough sets theo ry and its app licat ions to

data analysis [ J ]. Cy bernetics and S y stem s, 1998, 29:

6612668.

[ 2 ] 韩祯祥,张琦,文福拴. 粗糙集理论及其应用综述[J ]. 控

制理论与应用, 1999, 16 (2) : 1532157.

(H an Zhenx iang, Zhang Q i, W en Fushuan. A survey

on rough set theo ry and its app licat ion [J ]. Control T he2
ory and A pp lica tion , 1999, 16 (2) : 1532157. )

[ 3 ] 张文修,吴伟志. 粗糙集理论介绍和研究综述 [J ]. 模糊

系统与数学, 2000, 14 (4) : 1212.

(Zhang W enxiu, W u W eizh i. A n in troduction and a

survey fo r the studies of rough set theo ry [J ]. F uz zy

S y stem s and M athem atics, 2000, 14 (4) : 1212. )

[ 4 ] 曾黄麟. 粗糙集理论及其应用 (修订版) [M ]. 重庆: 重庆

大学出版社, 1998.

[ 5 ] L in M. Softw are system fo r in telligen t data p rocessing

and discovering based on the fuzzy2rough sets theo ry

[D ]. San D iego: San D iego State U niversity, 1995.

[6 ] Jakub W. F inding m in im al reducts using genetic algo2
rithm [R ]. W arsaw : W arsaw U niversity of T echno logy,

1995.

452 控　　制　　与　　决　　策 第 18 卷


