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非 线 性 时 变 系 统 的 稳 定 性
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摘　要: 研究非线性时变系统的稳定性问题。通过引入具有齐次导数的时不变L yapunov函数和近似系

统的概念,给出一般非线性时变系统的零解渐近稳定的两个充分条件。应用实例显示出所给出方法在应

用中是有效和方便的。
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Abstract: T he stab ility of non linear t im e2varying system s is dealt w ith. By in troducing the concep ts of

t im e2invarian t L yapunov function w ith homogeneous derivative and the app rox im ate system , tw o

sufficien t condit ions fo r asymp to tic stab ility of general non linear t im e2varying system s at the o rigin

are ob tained. A n examp le is p resen ted to show that the new m ethod is efficien t and conven ien t in use.
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1　引　　言
　　在控制系统的理论研究中,稳定性和镇定是密

切相关的两个重要概念。在控制设计中,常用的手段

是基于判别稳定性的镇定方法。非线性系统的渐近

稳定与镇定问题一直受到人们的关注和重视[1～ 5 ]。

文献[ 2, 3 ]对几类特定的非线性系统设计出特殊的

非线性控制器,使相应闭环系统成为渐近稳定系统。

文献 [ 5 ]通过L yapunov 函数方法研究了非线性时

变级联系统的稳定性问题。文献[ 6 ]通过中心流形研

究了非线性系统的镇定问题。

　　本文通过引入非线性时变系统的近似系统 (由

泰勒展开式中最低阶非零项组成的系统) 及具有齐

次导数的时不变L yapunov 函数等概念, 研究非线

性时变系统的稳定性问题,得到非线性时变系统在

零点渐近稳定的两个充分条件,并举例说明这种渐

近稳定的判据在实际应用中是简便而有效的。

2　记号与定义
　　考虑如下非线性系统

xα= f (x , t) ,　x ∈R n (1)

其中: f (x , t) 是光滑向量场, f (0, t) = 0, Π t≥ 0。

　　本文使用Z + 表示非负整数集。对于多指标集S

= (s1,⋯, sn) ∈ Z n
+ 及 x = (x 1,⋯, x n) ∈R n,记

ûS û = ∑
n

i= 1
si,　x S = ∏

n

i= 1

(x i) si

S . = ∏
n

i= 1

(si) .
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对于光滑函数 F (x , t) 的偏导数,记

5ûS û F (x , t)
5x S =

5ûS û F (x , t)
5x s11⋯5x snn

　　引入如下定义:

　　定义 1　1) 令 k i为 f i (x , t) ( i = 1,⋯, n) 关于 x

的泰勒展开式最低阶非零项的次数。仅由式 (1) 的

最低阶 (k i) 非零项组成的系统称为系统 (1) 的近似

系统。式 (1) 的近似系统可表示为

xα1 = g i (x , t) = ∑
ûS û= k i

1
S .

5ûS û f i (0, t)
5x S x S

i = 1,⋯, n (2)

　　2) 如果k i ( i = 1,⋯, n ) 都是奇数,则系统 (1) 称

为具有奇近似系统。

　　定义2　设g i (x , t) ( i = 1,⋯, n) 是关于 x 的齐

次多项式, g = (g 1,⋯, g n) T ,V (x ) 是正定多项式。如

果李导数L gV 是关于 x 的齐次多项式,则称V 是沿

g 的具有齐次导数的时不变L yap unov函数,简记为

T IL FHD。

　　在下面的讨论中,假设 k 1,⋯, k n 皆为奇数,且

k 1 = ⋯ = k n1 = k 1

k n1+ 1 = ⋯ = k n1+ n2 = k 2

　　　　�
k n1+ ⋯+ n r- 1+ 1 = ⋯ = k n1+ ⋯+ n r

= k r

∑
r

i= 1
n i = n

易知 f (x , t) 可分组为

f (x , t) = co l (f 1 (x , t) ,⋯, f r (x , t) )

这里

dim (f i (x , t) ) = n i,　i = 1,⋯, r

相应地记

x = (x 1,⋯, x r)

g (x , t) = co l (g 1 (x , t) ,⋯, g r (x , t) )

　　下面给出一个典型的 T IL FHD

g (x , t) = co l (g 1 (x , t) ,⋯, g r (x , t) )

任取定正整数m ,满足

2m ≥m ax{k 1,⋯, k n} + 1

取 2m i = 2m - k i + 1, P i ( i = 1,⋯, r) 为 n i× n i正

定矩阵,则

V = ∑
r

i= 1

( (x i
1) m i

,⋯, (x i
n i

) m i

) ×

P i ( (x i
1) m i

,⋯, (x i
n i

) m i

) T (3)

是沿向量场 g (x , t) 的一个 T IL FHD。

3　主要结果
　　本节讨论非线性时变系统的稳定性问题,得到

以下两个定理:

　　定理 1　如果系统 (1) 满足下列条件:

　　1) 存在具有齐次导数的时不变L yap unov函数

(3) ,且存在函数 b ( t) > 0,使得沿式 (1) 的近似系统

(2) 的全导数V
õ

(x ( t) ) 满足

V
õ

(x ( t) ) ≤- b ( t)∑
n

i= 1

(x i) 2m

　　2) 对任意给定的Ε> 0,存在∆1 (Ε) > 0, T (Ε) >

0,使得当 t > T 及‖x‖2 < ∆1 时,近似误差

∆(x , t) = f (x , t) - g (x , t) =

co l (∆1 (x , t) ,⋯, ∆r (x , t) )

满足

‖∆i (x , t)‖2 < Εb ( t) (‖x‖2) 2m - 2m i+ 1

i = 1,⋯, r

　　3) 存在常数 Β, 使得lim
t→∞

b ( t) ≥ Β > 0。则系统

(1) 的零解是一致渐近稳定的。

　　证明　有限维向量空间中任意两个范数是拓

扑等价的,即存在 c > 0和C > 0,满足不等式

c‖x‖2 ≤‖x‖2m ≤C‖x‖2

考虑到D V i (x ) 的次数,能找到M i > 0, Θi > 0, i =

1,⋯, r,使得下列不等式成立[7 ]。

　‖D V i‖2 ≤M i‖x‖2m i- 1
2 ,　‖x‖2 ≤ Θi (4)

令

M = m ax{M i, i = 1,⋯, r},　Ε= c2m ö2M r

∆1 = ∆1 (Ε) ,　d = m in{∆1, Θi, i = 1,⋯, r}

根据假设条件 2) ,有

ûD V (x ) ∆(x , t) û ≤

∑
r

i= 1
‖D V i‖2‖∆i (x , t)‖2 ≤

b ( t)
2
‖x‖2m

2m

0≠‖x‖2 < d ,　t > T (Ε) (5)

当 t∈ [ 0, T (Ε) ] 时,总存在 Θt > 0,使得

ûD V (x ) ∆(x , t) û <
b ( t)

2
‖x‖2m

2m

‖x‖2 < Θt (6)

由连续性,存在开区间 I t,使得当 Σ∈ I t时式 (6) 成

立。{I t}是紧集[ 0, T ] 的一个开覆盖,因此存在一个

有限子覆盖

{I tj û j = 1,⋯, s},　[ 0, T ] <∪
j

I tj

令 Θ= m in{d , Θtj , j = 1,⋯, s},则式 (5) 和 (6) 均
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成立。假设条件 3) 意味着存在T 1 > 0,当 t > T 1时,

有 b ( t) ≥ Βö2 > 0。因此有

V
õ

û (1) = D xV (g (x , t) + ∆(x , t) ) ≤

- b ( t)∑
n

i= 1

(x i) 2m + ûD V (x ) ∆(x , t) û ≤

-
b ( t)

2 ∑
n

i= 1

(x i) 2m < -
b
4∑

n

i= 1

(x i) 2m

0≠‖x‖2 < Θ (7)

式 (3) 和 (7) 表明,系统 (1) 的零解是一致渐近稳定

的[8 ]。□

　　 利用 xαi = f i (x , t) 关于 x 的泰勒展式

xαi = ∑
ûS û= k i

1
S .

5ûS û f i (0, t)
5x S x S +

∑
ûS û= k i+ 1

1
S .

5ûS û f i (Νi, t)
5x S x S

i = 1,⋯, n

则有下述定理:

　　定理 2　如果系统 (1) 满足如下条件:

　　1) 存在具有齐次导数的时不变L yapunov函数

(3) ,满足

V
õ

û (2) ≤- b ( t)∑
n

i= 1

(x i) 2m ,　b ( t) > 0

　　2) 存在正数 Θ和函数 e ( t) , T 0 > 0,使当‖x‖

< Θ, t > T 0 时,不等式

û 5ûS û f i (x , t)
5x S û ≤ e ( t) ,　i = 1,⋯, n

对所有 ûS û = k i + 1都成立,且 0 < lim
t→∞

e ( t) ≤ e;

　　3) lim
t→∞

b ( t) ≥ b > 0

则系统 (1) 的零解是一致渐近稳定的。

　　证明　首先有

V
õ

û (1) = D xV (g (x , t) + ∆(x , t) ) =

∑
r

i= 1
D V i (g i (x , t) + ∆i (x , t) ) ≤

- b ( t)∑
n

i= 1

(x i) 2m + ∑
r

i= 1
‖D V i‖2‖∆i (x , t)‖2 ≤

- b ( t)∑
n

i= 1

(x i) 2m + n e ( t)∑
r

i= 1

‖D V i‖2 ×

∑
ûS û= k i+ 1

1
S . ûx S û ,　t > T 0 (8)

记

∆i (x ) = ∑
ûS û= k i+ 1

1
S . ûx S û

考虑到D V i (x ) 和 ∆i (x ) 的次数,存在正常数M i
1 >

0,M i
2 > 0,以及连续函数 P i (Θ) ,Q i (Θ) , Θ= ‖x‖2,

i = 1,⋯, r,使得[7 ]

‖D V i (x )‖2 ≤ P i (Θ)‖x‖2m i- 1
2 ,　Θ< M i

1

‖∆i (x )‖2 ≤Q i (Θ)‖x‖2m - 2m i+ 1
2 ,　Θ< M i

2

其中

lim
Θ→0

P i (Θ) = con st,　 lim
Θ→0

Q i (Θ) = 0

于是存在M 3 > 0,使得

P i (Θ)Q i (Θ) < c2m bö n 8er

Θ≤M 3,　i = 1,⋯, r (9)

取 q = m in{M i
1,M i

2,M 3, i = 1,⋯, r},则有

V
õ

û (1) = - b ( t)∑
r

i= 1

(x i) 2m +
b
8e

e ( t) c2m‖x‖2m
2 ≤

- b ( t)∑
r

i= 1

(x i) 2m +
b
8e

e ( t)‖x‖2m
2m ,　Θ< q

(10)

由条件 2) 和 3) 知,存在 T 1 > 0, T 2 > 0,使当 t >

T 1, t > T 2时,分别有 b ( t) ≥ bö2 > 0, e ( t) < 2e。取

T = m ax{T 0, T 1, T 2},当 t > T 时,有

V
õ

û (1) ≤-
b
2∑

n

i= 1

(x i) 2m +
b
4∑

n

i= 1

(x i) 2m =

-
b
4∑

n

i= 1

(x i) 2m (11)

因此系统 (1) 的零解是一致渐近稳定的。□

4　应用举例
　　考虑如下系统

xα1 = -
t2

4
x 3

1 + sin ( t) x 4
2 + co s ( t) x 5

3

xα2 = -
t2

4
(x 5

2 - 3x 2x 4
3) +

sin ( t)
1 + t2x 6

1

xα3 = -
t2

4
(3x 2

2x 3
3 + x 5

3) +

　　 t2 sin ( t)
1 + t2 x 6

2 +
t3

4 + t2x 7
3

(12)

式 (12) 的近似系统为

xα1 =
- t2

4
x 3

1

xα2 = -
t2

4
(x 5

2 - 3x 2x 4
3)

xα3 = -
t2

4
(3x 2

2x 3
3 + x 5

3)

(13)

选取正定多项式函数

V =
1
4

(x 4
1 + 2x 2

2 + 2x 2
3)

则有
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5　结　　语
　　本文提出一种基于熵权系数与TO PS IS集成评

价决策方法。该方法曾应用于多家招标公司的招标

项目,取得了满意的结果。信息系统建设方案的评价

是非常复杂的问题,评价过程包括对投标者的各种

资质进行认证等环节,并辅以其他方法来实现最终

的中标方案。在实际的评价过程中,会根据不同的项

目内容选择一些重点指标进行评价。本文方法对于

更为复杂的多级组合评价还没有应用,因此对多级

评价还需要进一步研究。
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V
õ

û (13) = -
t2

4
x 6

1 -
t2

4
x 6

2 -
t2

4
x 6

3 =

-
t2

4
‖x‖6

6

因而定理 2中的条件 1) 满足,不难验证定理 2中其

余条件也满足。故系统 (12) 的零解是一致渐近稳定

的。

5　结　　语
　　本文探讨了非线性时变系统的稳定性问题。通

过利用具有齐次导数的时不变L yapunov 函数和近

似系统的概念和方法,得到一般非线性系统渐近稳

定充分条件的新结果。文中给出的实例表明,新判据

具有易于验证的特点。
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