
© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 18卷 第 4期
V o l. 18 N o. 4

　控　制　与　决　策
　Con trol and D ecision　

2003年 7月
　Ju ly 2003

　　文章编号: 100120920 (2003) 0420464204

线性离散时滞系统滞后相关型 H ∞状态反馈控制

姜偕富, 徐文立
(清华大学 自动化系, 北京 100084)

摘　要: 基于L yapunov 泛函方法, 对存在状态时滞的线性离散时间系统, 给出了滞后相关型无记忆

H ∞状态反馈控制器设计方案,通过求解相应的线性矩阵不等式即可求得满足设计要求的控制器。
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D elay-dependen t H ∞ feedback con trol
for l inear d iscrete tim e-delay system
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Abstract: Based on L yapunov functional, the p rob lem about the delay2dependen t H ∞ m emo ryless

feedback con tro l fo r linear discrete t im e2delay system w ith delayed sta te is discussed. T he con tro ller,

w h ich satisfied the requ irem ent of design, can be ob tained by so lving linear m atrix inequality (LM I).
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1　引　　言
　　近年来,有关时滞系统的研究已受到国内外众

多学者的广泛重视,尤其是对时滞系统的滞后相关

型控制器设计等方面的研究更受到人们的极大关

注,并取得了一系列研究成果[1～ 3 ]。L yapunov 泛函

方法已被证明是对时滞系统稳定性分析与综合的一

种有效方法。与连续时滞系统相比,有关离散时滞系

统稳定化控制方面的文章并不多见[4～ 6 ] , 尤其是滞

后相关型控制器设计方案更是如此。

　　由于连续时间系统和离散时间系统的控制与设

计具有很大差别,随着计算机控制技术的迅速发展,

从工业过程控制的实际问题出发,对离散时间系统

控制方法的研究尤为重要。因此,本文以具有状态时

滞的线性离散时滞系统为研究对象, 基于适当的

L yapunov 泛函,给出滞后相关型H ∞状态反馈控制

器设计方案,通过求解一个线性矩阵不等式即可求

得满足设计要求的控制器。

2　问题的提出
　　考虑如下具有状态时滞的线性离散时滞系统

x (k + 1) = A x (k ) + A 1x (k - d ) +

　 　　　　B 1w (k ) + B 2u (k )

z (k ) =
C x (k )

u (k )

x (k ) = Υ(k ) ,　 - d ≤ k ≤ 0

(1)

式中: x (k ) ∈ R n 为系统状态向量, u (k ) ∈ R m 为系

统控制输入向量,w (k ) ∈R l 为系统干扰输入向量,

z (k ) ∈R p 为系统控制输出向量, d > 0为系统的滞

后常数, Υ(k )∈R n为系统的初始向量函数, A , A 1 ,
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B 1,B 2, C 分别为具有适当维数的已知常数矩阵。

　　本文的目的是: 对于系统 (1) ,设计无记忆状态

反馈控制

u (k ) = K x (k ) (2)

使得如下形式的闭环系统是渐近稳定的, 且H ∞ 范

数小于给定的界 Χ。
x (k + 1) = (A + B 2K ) x (k ) +

　 　　　　A 1x (k - d ) + B 1w (k )

z (k ) =
C

K
x (k )

x (k ) = Υ(k ) ,　 - d ≤ k ≤ 0

(3)

其中 K 为待求的控制器增益矩阵。

　　在给出主要结果之前,首先给出如下引理:

　　引理 1[7 ]　对于任意适当维数的矩阵 X 和 Y ,

有

X TY + Y TX ≤X T PX + Y TP - 1Y ,　Π P > 0

　　引理 2[8 ] (Schu r补引理)　对于定义在R n上的

矩阵Q T (x ) = Q (x ) , R T (x ) = R (x ) 以及 S (x ) ,线

性矩阵不等式 (LM I)

Q (x ) S (x )

S T (x ) R (x )
> 0

等价于

R (x ) > 0,　Q (x ) - S (x )R - 1 (x )S T (x ) > 0

或

Q (x ) > 0,　R (x ) - S T (x )R - 1 (x )S (x ) > 0

　　引理 3　对于任意给定的常数Α≥Β> 0, R n上

的矩阵 x ( j ) ( j = 1, 2,⋯) 及正定矩阵Q > 0,有

(∑
Β

j = Α
x ( j ) )

T
Q (∑

Β

j= Α
x ( j ) ) ≤

(Β - Α+ 1)∑
Β

j= Α
x T ( j )Q x ( j )

　　证明　根据引理 1,有

(∑
Β

j= Α
x ( j ) )

T
Q (∑

Β

j = Α
x ( j ) ) = ∑

Β

j= Α
∑

Β

i= Α
x T ( j )Q x ( i) ≤

∑
Β

j= Α
∑

Β

i= Α

1
2

[x T ( j )Q x ( j ) + x T ( i)Q x ( i) ] =

(Β - Α+ 1)
2 (∑

Β

i= Α
x T ( i)Q x ( i) +

∑
Β

i= Α
x T ( j )Q x ( j ) ) =

(Β - Α+ 1)∑
Β

j= Α
x T ( j )Q x ( j ) □

3　主要结果
　　显然,闭环系统 (3) 可转化为如下形式

x (k + 1) = A
�

x (k ) + B 1w (k ) -

　 　　　　A 1∑
d

j= 1
[x (k + 1 - j ) - x (k - j ) ]

z (k ) =
C

K
x (k )

x (k ) = Υ(k ) ,　 - d ≤ k ≤ 0

(4)

其中A
� = A + B 2K + A 1。

　　对于闭环系统 (4) ,取L yapunov泛函为如下形

式

V k = x T (k ) P x (k ) + (d + 1)∑
d

j= 2
∑
k- 1

s= k- j + 1

f (s) +

2 (d 2 + d ) x T (k - 1)A T
1 PA 1x (k - 1) (5)

其中

f (s) = [x (s) - x (s - 1) ]T ×

A T
1 PA 1 [x (s) - x (s - 1) ]

记 Ν( j , k ) = x (k + 1 - j ) - x (k - j ) ,则当外部干

扰输入w (k ) = 0时,根据引理 1和引理 3可得

∃V k = V k+ 1 - V k =

x T (k + 1) P x (k + 1) - x T (k ) P x (k ) +

(d + 1) {∑
d

j= 2
∑

k

s= k- j + 2
f (s) - ∑

d

j= 2
∑
k- 1

s= k - j+ 1
f (s) } +

2 (d 2 + d ) x T (k )A T
1 PA 1x (k ) -

2 (d 2 + d ) x T (k - 1)A T
1 PA 1x (k - 1) =

x T (k )A
�TPA

�
x (k ) - x T (k ) P x (k ) -

2x T (k )A
�T PA 1∑

d

j = 1

Ν(k , j ) +

(∑
d

j= 1
Ν(k , j ) )

T
A T

1 PA 1∑
d

j= 1
Ν(k , j ) +

(d + 1)∑
d

j= 2
{[x (k ) -

x (k - 1) ]TA T
1 PA 1 [x (k ) -

x (k - 1) ] - Ν(k , j ) TA T
1 PA 1Ν(k , j ) } +

2 (d 2 + d ) x T (k )A T
1 PA 1x (k ) -

2 (d 2 + d ) x T (k - 1)A T
1 PA 1x (k - 1) ≤

(1 + d ) x T (k )A
�T PA

�
x (k ) - x T (k ) P x (k ) +

(1 + d )∑
d

j= 1
Ν(k , j ) TA T

1 PA 1Ν(k , j ) +

(d - 1) (d + 1) [x (k ) - x (k - 1) ]T ×

A T
1 PA 1 [x (k ) - x (k - 1) ] -

(d + 1)∑
d

j= 2
Ν(k , j ) TA T

1 PA 1Ν(k , j ) +

2 (d 2 + d ) x T (k )A T
1 PA 1x (k ) -
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　　2 (d 2 + d ) x T (k - 1)A T
1 PA 1x (k - 1) =

　　 (1 + d ) x T (k )A
�TPA

�
x (k ) - x T (k ) P x (k ) +

　　 (d 2 + d ) Ν(k , j ) TA T
1 PA 1Ν(k , j ) +

　　2 (d 2 + d ) x T (k )A T
1 PA 1x (k ) -

　　2 (d 2 + d ) x T (k - 1)A T
1 PA 1x (k - 1) ≤

　　x T (k ) ( (1 + d )A�T PA� +

　　4 (d 2 + d )A T
1 PA 1 - P ) x (k ) : =

　　x T (k ) 5 x (k )

　　根据上面的推导过程可以看出,当矩阵不等式

5 < 0 (6)

成立时,有 ∃V k < 0,由此可得闭环系统 (4) 是渐近

稳定的。

　　其次,假设系统 (1) 的初始状态为零,这时引入

性能指标

J = ∑
∞

k= 0
[z T (k ) z (k ) - Χ2w T (k )w (k ) ] (7)

那么对于任意的w (k ) ∈ l2 [ 0,∞) ,有

J ≤∑
∞

k= 0

[z T (k ) z (k ) - Χ2w T (k )w (k ) + ∃V k ] ≤

　　∑
∞

k= 0
{x T (k ) (5 + C TC + K TK ) x (k ) +

　　x T (k )A�T PB 1w (k ) + w T (k )B T
1 PA�x (k ) +

　 　w T (k )B T
1 PB 1w (k ) - Χ2w T (k )w (k ) } =

　　∑
∞

k= 0
[x T (k )　w T (k ) ].

x (k )

w (k )

其中

. =
5 + C TC + K T K A�T PB 1

B T
1 PA� B T

1 PB 1 - Χ2 I

　　由此可得如下结论:

　　定理 1　如果存在矩阵 K 及正定矩阵 P > 0,

使得如下矩阵不等式成立

. < 0 (8)

则采用无记忆状态反馈控制 (2) 时, 线性离散时滞

系统 (1) 是渐近稳定的,且满足相应的H ∞性能指标

Χ。
　　 注 1　由矩阵不等式 (8) 可以看出, 上面所给

出的H ∞ 状态反馈控制器设计方案是滞后相关的。

同时定理 1表明,上述控制方案对 (A + A 1,B ) 可控

但 (A ,B ) 不可控的离散时滞系统来说尤为有效。

　　注 2　式 (8) 只是一个一般的矩阵不等式, 还

不能直接求解, 因而有必要将其转化为可由

M A TLAB 中的LM I工具箱直接求解的线性矩阵不

等式。根据Schu r补引理2,矩阵不等式 (6) 可化为如

下矩阵不等式

C TC - P 0 (A + A 1 + B 2K ) T d (A + A 1 + B 2K ) T 4 (d + d 2)A T
1 K T

0 - Χ2 I B T
1 0 0 0

A + A 1 + B 2K B 1 - P - 1 0 0 0

d (A + A 1 + B 2K ) 0 0 - d P - 1 0 0

4 (d + d 2)A 1 0 0 0 - 4 (d + d 2) P - 1 0

K 0 0 0 0 - I

< 0

(9)

在式 (9) 的两端同时乘以

diag (X , I , I , I , I , I )

并根据 Schu r补引理 2可得式 (9) 等价于如下线性

矩阵不等式

- X 0 A
δT dA

δT 4 (d 2 + d )X A T
1 Y T X C T

0 - Χ2 I B T
1 0 0 0 0

A
δ

B 1 - X 0 0 0 0

dA
δ 0 0 - dX 0 0 0

4 (d 2 + d )A 1X 0 0 0 - 4 (d 2 + d )X 0 0

Y 0 0 0 0 - I 0

CX 0 0 0 0 0 - I

< 0 (10)

其中: Aδ= (A + A 1)X + B 2Y , X = P - 1, Y = K P - 1。

由此可有如下推论:

　　推论1　如果存在矩阵Y 及对称正定矩阵X >

0,使得线性矩阵不等式 (10) 成立,则采用无记忆状

态反馈控制 (2) 时, 时滞系统 (1) 是渐近稳定的, 且

H ∞范数小于给定的界 Χ。这时控制器增益矩阵可取
为 K = YX - 1。

　　当时滞参数d = 0时,根据定理1的结论可得如
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下推论:

　　推论 2　如果存在矩阵 K 及正定矩阵 P > 0,

使得如下R iccat i矩阵不等式成立

(A + A 1 + B 2K ) T P (A + A 1 + B 2K ) - P < 0

(11)

则采用无记忆状态反馈控制 (2) 时, 线性离散时滞

系统 (1) 是渐近稳定的。

　　注 3　由推论 2可以看出, 当时滞参数 d = 0

时,所得结论与无时滞线性系统是一致的;而对于一

般的滞后无关型控制器设计方案来说, 则得不到类

似的结论。

4　结　　语
　　本文基于适当的L yapunov 泛函, 对于存在状

态时滞的线性离散时滞系统, 给出了滞后相关型

H ∞状态反馈控制器设计方案, 仅需求解一个相应

的线性矩阵不等式即可求得满足设计要求的控制

器,且无需调整任何参数。当滞后常数较小时 (与系

统参数相比较而言)具有较小的保守性。
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