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摘　要: 对 Delta 算子方法在高速信号处理与控制领域的最新进展进行综述,其内容包括 Delta算子系

统的鲁棒性与 H ∞控制,基于 Delta算子的 PIP 控制与GPC 控制, 信号处理中的 Delt a算子方法, 基于有

限字长的控制器和滤波器的实现等。最后介绍了 Delta 算子方法的若干应用成果。
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Abstract: N ew development of high speed signal pro cessing and contr ol based on the delt a oper ator is

r eviewed, which includes the delta oper ato r based propo rtional-integ r al-plus ( PIP ) cont ro l and

generalized predictiv e contr ol ( GPC ) , r obust contr ol and H ∞ contr ol, filt ering and par ameter

estimation, realizations of contr oller and filter w it h finit e w ord leng th considera tion. Some t ypical

application r esults o f delta oper ator approach ar e given, and open issues on it ar e also po inted out.
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1　引　　言

　　Delta 算子的概念最早是在进行算法的数值特

性分析时, 以 Euler 逼近方式提出的,并应用于数字

滤波[ 1] ,但当时并未引起足够的重视。直到1986年,

Goodw in 教授等发表了开创性论文 [ 2, 3] , 从不同角度

阐述了 Delta算子方法的优点,有关 Delta 算子的研

究才受到广泛的关注。1990年, Goodw in和M iddle-

ton出版了第一本关于 Delta 算子方法的专著
[ 4] ,不

久又发表了综述性论文
[ 5]
,系统地总结了 Delta 算

子方法在控制与估计中的应用成果。

　　 Delta 算子定义为 �= ( q- 1) / T , 其中: q 为移

位算子, T 为采样周期。它是一种离散化方法,具有

以下特点[ 2, 4] : 1)在高速采样时(采样周期趋于零) ,

Del ta 算子离散化模型趋近于原来的连续模型,所得

结果也趋于连续情形的相应结果; 2) Delta算子实现

时具有较好的数字特性, 其有限字长特性和系数灵

敏度等优于常规的移位算子。Delta 算子方法能有

效克服移位算子方法在高速采样时引发的系列难

题, 在高速信号处理与控制领域具有广阔的应用前

景。

　　我国关于 Delta 算子的研究始于 20世纪 90年

代。陈宗基等[ 6]发表了国内第一篇Delta算子的论
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文,对 Delta 算子的有限字长问题进行研究。此后,

李渭华等 [ 7]探讨了 Delta算子格形滤波在故障检测

中的应用。张端金和杨成梧
[ 8]
发表了国内第一篇

Delta 算子方法的综述论文。其他工作还有: Delta

算子在自适应控制[ 9]和电力系统[ 10]中的应用,有限

字长控制器的实现等
[ 11～13]

。

　　近年来, Delta 算子方法的研究进展很快,在神

经网络[ 14]、参数估计[ 15]、信号处理 [ 16]、PWM 调

速[ 17 ]、电力控制[ 18]、滑模控制[ 19]、H ∞控制[ 20]、PIP

控制
[ 21]
、2D 系统

[ 22]
和图像处理

[ 23]
等方面不断取得

新的成果。

　　本文综述了 Delta 算子方法的最新进展, 以期

引起国内控制和信号处理学科人员的研究兴趣,推

动 Delta 算子方法的研究与发展。

2　Delta算子系统的鲁棒性与 H∞ 控制

　　系统鲁棒性与H ∞控制是控制领域的重要研究

内容, 也是近20年来的热点研究课题。基于Del ta算

子模型,可将连续系统和离散系统的许多结果纳入

到 Delta 算子的统一框架。Delta算子描述的系统分

析和综合方法,不仅建立了连续模型与离散模型之

间的联系, 而且具有更好的数字特性, 在稳定性、鲁

棒性和 H ∞控制方面取得了较大的进展。

　　Fan [ 24] 基于线性变换, 将 Z 域 LBKT 判据和

SCT 判据推广到Delta算子模型,给出了 Delta算子

多项式稳定性检验的 �-LBKT 判据和 �-SCT 判据;
当采样周期趋于零时,得到Routh判据的类似结果,

并将该结果推广到复系数多项式
[ 25]
和算法奇异情

形
[ 26 ]

,在极限情形下导出了新的连续系统稳定性判

据。文献[ 27] 建立Del ta离散域的稳定性与Hurw itz

稳定性的对应关系, 为判定 Delta 域多项式的稳定

性提供了简单方法。[ 28] 讨论离散区间多项式的鲁

棒稳定性, 当采样周期趋于零时, 可得到连续

Khar itonov 顶点检验的结果。[ 29] 研究连续模型的

参数扰动对采样系统稳定性的影响, 给出了 Delta

算子描述的采样系统鲁棒稳定界。[ 30] 基于

Lyapunov 稳定性理论和矩阵测度方法,分别给出了

Delta 算子系统在非结构摄动下具有稳定鲁棒性
[ 31]

和结构摄动下具有性能鲁棒性[ 32] 的判别条件。[ 33]

采用矩阵测度方法, 研究了 Delta 算子时变系统的

鲁棒稳定性。最近, 张端金和吴捷研究 Delta 算子不

确定系统的鲁棒性能设计问题, 提出了 Delta 算子

系统在区域极点约束 [ 34] 下具有性能鲁棒性的判别

条件,状态反馈综合算法和Del ta算子鲁棒H ∞控制

器的设计方法
[ 35]
。

　　Del ta 算子 H ∞控制与优化也取得了较大进展。

Erw in 等研究基于 Delta 算子离散系统 H 2控制 [ 36]

和 H 2 / H ∞混合控制[ 37] 问题,导出了控制器存在的

必要条件,并采用拟牛顿算法对Delta算子和 q算子

方法进行仿真, 结果表明 Delta 算子方法在数值稳

定性和收敛速度方面均优于 q 算子方法。Shim 等研

究奇异摄动系统的 H ∞控制[ 38] 和线性二次型( LQ)

设计
[ 39]

,基于时标分解原理给出了控制器的综合算

法, 并将结果推广到带有时滞的奇异摄动情形[ 40]。

Song [ 41] 利用Popov乘子分析Delta算子系统的鲁棒

性, 降低了估计的保守性。基于Delta算子的LTR设

计
[ 42]

, Riccat i方程求解
[ 43]
与定界估计

[ 44]
等, 也有一

些新的结果。基于 Delta 算子的不确定系统鲁棒控

制和 H ∞控制的线性矩阵不等式( LMI) 方法[ 45, 46] ,

将成为Delta 算子方法的发展方向之一。

3　基于 Delta算子的 PIP控制与 GPC控制

　　基于Delta算子的PIP控制是由Young等人 [ 21]

提出的, 该方法的特点是基于非最小状态空间

( NMSS) 模型进行反馈设计。在NMSS模型中,状态

向量全部由输入输出采样值和误差状态的积分项等

可测变量组成, 不需要状态重构滤波器或观测器。

PIP 控制可视为常规 PI 控制和 PID 控制的自然发

展。对于一阶系统, PIP 控制等价于 PI 控制;对于高

阶系统, PIP 控制中的附加控制项能有效提供隐式

的高阶微分, 从而获得比 PI 和 PID更好的控制效

果。

　　文献[ 21] 推导了Delta算子NMSS/ PIP控制具

有完全能控性的充要条件, 给出了基于状态变量反

馈( SVF) 的极点配置算法和线性二次型最优PIP 控

制( P IP-LQ) 算法。[ 47] 引入滤波多项式对状态进

行预滤波,提出一种新的 Delta算子NMSS模型, 提

高了系统设计的自由度, 并应用于伺服系统的稳态

解耦控制。[ 48]研究基于NMSS模型的SVF 设计问

题,证明 PIP-LQ 控制在一定条件下与 GPC 控制和

常规 LQG 控制是等价的, 且 NMSS/ PIP 控制在鲁

棒性、算法实现和设计的自由度等方面优于 GPC 和

LQG 算法。

　　关于 Delta算子的 GPC 控制,已取得一些研究

成果。文献[ 49] 提出 ARMAX 模型的 Delta 算子广

义预测控制( DGPC) 的状态空间方法, 其算法复杂

性低于常规预测控制。[ 50] 提出两种基于 Delta 算

子的广义预测控制算法: 一种是直接采用连续系统

理论的 Delta 算子广义预测控制( DCGPC) , 当采样

周期趋于零时, DCGPC控制器趋于连续广义预测控
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制( CGPC) ; 另一种是基于 q 算子离散模型变换的

Delta算子广义预测控制( DQGPC) ,仿真结果表明,

DQGPC 控制器几乎与常规的离散 GPC 控制等价。

[ 51] 研究带有滤波器的预测控制算法,提出了基于

Delta 算 子 的 输 出 加 权 广 义 预 测 控 制 器

( DEWGPC) ,利用输出状态加权的方法来保证稳定

性,基于 Kalman 滤波实现系统在随机扰动下的跟

踪精度,并将理论结果应用于柔性机械传输系统的

控制。可以预见, 基于 H ∞理论( H ∞滤波和 H ∞控

制) 的 DGPC 方法有望成为 Delta 算子广义预测控

制的研究热点。

4　信号处理中的 Delta算子方法

　　建模与系统参数估计属于信号处理和控制理

论的交叉学科,是根据对象的输入输出数据建立系

统模型的方法。Delta 算子作为连续模型与离散模型

的统一描述, 为连续系统辨识提供了新的途径, 且算

法的数字特性优于传统的移位算子方法。

　　Li和Fan
[ 52]
研究基于 Delta算子的自适应信号

处理算法, 证明在处理病态条件问题时, Delta算子

信息矩阵的条件数在极限和非极限情形下均优于移

位算子,并研究了采样周期对自适应算法的影响。Li

等
[ 53 ]
基于后向差分算子,提出自回归模型( AR) 参

数估计的Levinson 型和 Schur 型最小二乘法( LS) ,

并将研究结果推广到带噪声的 AR 过程, 对前向差

分和后向差分 Delta 算子的性能进行比较。文献

[ 54] 提出 Delta 算子最小二乘格形( LSL) 算法, 其

计算复杂性小于Delta算子Levinson型LS算法,数

字特性优于 q算子 LSL 算法。Fan等
[ 55]
采用离散差

分代替连续偏差, 提出了基于离散数据估计连续

AR模型参数的直接方法;为克服普通 LS带来的有

偏估计,给出了偏差补偿和辅助变量法等改进措施。

Gessing[ 56] 研究在高速采样时q算子和Delta算子离

散传函模型的辨识精度问题, 当忽略信息处理算法

引起的误差, 而假设辨识误差来源于测量精度时,则

两种模型的辨识精度几乎相同。Guo 等[ 57] 提出采用

Delta 算子与 q 算子的组合( d 算子) 来估计未知参

数,结果表明,基于d算子的信息矩阵条件数明显小

于 q算子或 Delta算子的估计算法。Kuznetsov 等[ 15]

基于信息压缩阵的 UD分解,导出了 Delta 算子 AR

模型阶次和参数同时估计的递推算法。张端金和吴

捷
[ 58 ]
研究Delta算子ARMA模型的参数估计, 并分

析了算法的性能[ 59]。Delta 算子参数估计还局限于

AR模型,可考虑将其推广到一般模型的辨识。

　　Delta算子描述的滤波理论也得到一定的发展。

文献[ 60] 利用最小二乘几何投影方法, 提出 Delta

算子的滑动窗自适应格形滤波算法, 并讨论了在系

统辨识和参数检测中的应用。[ 61] 研究了 Delta 算

子滤波器实现过程中的舍入误差分析、采样周期优

化及无限冲激响应( IIR) 滤波器的硬件实现。[ 62]

提出在舍入噪声最小化时 IIR 滤波器的一般结构,

给出了滤波器系数和采样周期的选择方法。

　　关于奇异摄动系统 Kalman滤波 [ 63] , 连续滤波

与离散滤波的比较 [ 64] , 也有部分研究结果。基于奇

异值分解的 Delta 算子滤波还有待研究。关于 Delta

算子鲁棒 H ∞滤波[ 65]、非平稳信号处理[ 16]、自适应

算法的鲁棒性 [ 66, 67] 等,已成为高速信号处理的热点

课题
[ 68 ]
。

5　基于有限字长的滤波器和控制器实现

　　 数字滤波器和控制器都是在有限字长的计算

机中实现的。有限字长( FWL) 使系统性能下降, 甚

至失去稳定性; FWL 还将引入非线性, 导致极限环

振荡。文献[ 69] 提出绝对灵敏度和相对灵敏度的概

念, 研究 Delta 算子和移位算子参数化的有限字长

效应,取得了较好的结果。[ 70] 对 Del ta 算子和 q 算

子描述的数字滤波器在系数量化、滤波器阶次、过采

样率、滤波逼近等方面进行比较,给出了滤波器参数

选择的一般原则。[ 71, 72] 的研究表明, 高速采样时

Del ta 算子滤波器在零极点灵敏度、系数舍入误差和

幅值灵敏度等方面优于 q 移位算子。

　　 采用定点运算的控制器在速度、存储空间、成

本等方面优于浮点运算的控制器。但当采用定点处

理器实现控制算法时,由于FWL效应可能导致原来

稳定的系统变得不稳定, 因此研究定点实现的数字

控制器在参数摄动情形下, 如何保证闭环系统具有

稳定鲁棒性是一个重要课题。文献 [ 73] 研究基于

Del ta 算子的定点运算控制器实现问题,采用解析方

法和数值仿真方法证明, 在一定条件下(采样周期小

于 1) Delta 算子 FWL 控制器具有比移位算子更好

的性能, 并且建立了 Delta 算子与移位算子最优控

制律实现的映射关系。Chen等 [ 12, 13] 研究有限精度控

制器实现的最优闭环稳定界, 提出FWL 稳定性相关

测度和稳定裕度的概念, 采用自适应模拟退火

( ASA) 算法, 给出了 Del ta 算子的 FWL 控制器和

PID控制器的最优实现; 仿真结果表明, Delta 算子

FWL 控制器比移位算子具有更好的稳定鲁棒性。

Wu等[ 11] 研究基于输出反馈和观测器反馈的数字控

制器实现问题,利用 ASA 算法对 Del ta 算子和 q 算

子的FWL控制器进行比较;理论分析表明, Delta算
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子实现算法与采样周期的选择有关, 而 q 算子实现

与采样周期无关。

6　Delta算子方法的若干工程应用

　　Delta 算子方法在理论研究方面取得了丰富的

成果, 并渗透到控制和信号处理学科的许多分支。

Delta算子方法在工程应用领域也取得了较大进展,

一些典型的应用成果如表 1所示。

表 1　Delta算子方法的若干应用成果

序号 应用对象 采用方法 发表时间 文献

1 伺服系统

MARC 1989, 1990 [ 74, 75]

GPC 1993 [ 76]

多速率 MRAC 1996 [ 77]

PIP控制 1998 [ 47]

2 飞行控制
鲁棒自适应控制 1990 [ 78]

奇异摄动方法 1998 [ 79]

3 故障检测 格型滤波方法 1994 [ 7]

4 电力控制
模型转换方法 1994 [ 18]

自校正控制 1998 [ 10]

5 化工过程 MRAC 1996 [ 80]

6 锁相控制 滤波方法 1997 [ 81]

7 感应电机
前馈控制 1997 [ 82]

参数控制 2000 [ 17]

8 图像处理 2D 格型滤波 1999 [ 23]

9 机车离合器控制
最小时间控制

零极点对消控制
1999 [ 83]

10 柔性机械传输 GPC 2001 [ 51]

7　结　　论

　　本文评述 Delta 算子方法在系统控制和信号处

理中的研究现状,介绍了 Del ta 算子方法取得的主

要成果,指出当前的研究热点课题,并给出 Del ta 算

子方法在工程中的应用。

　　理论和实践已证明, Delta 算子方法在高速信号

处理和控制方面比移位算子方法具有很大的优越

性。但对于什么是高速采样,并没有确切的定义;对

于采样周期的选择,也缺乏一般性的指导原则。多数

情况需要根据具体的对象和控制方法来选择采样周

期,以便获得最好的控制效果。

　　Delta算子方法的应用已取得一定的成果,但还

需进一步扩大, 特别是研究 Delta 算子方法在高速

信号处理和宽带通信中的应用。Delta 算子方法有

望为信息处理和控制提供新的理论基础, 在信息产

业化的发展中发挥更大的作用。
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