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圆轨单级倒立摆摆起过程控制
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摘　要: 研究圆轨单级倒立摆摆起控制问题, 以离散控制律为设计变量, 以终点约束条件为目标函数,

提出了倒立摆摆起控制律的优化算法。对控制律进行编程计算,成功地实现了圆轨单级倒立摆的快速摆

起。仿真计算结果表明了所提出方法的有效性和可行性。
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Abstract: T he sw ing up contr ol problem of a sing le inver ted pendulum on an cir cular rail is discussed.

A new optimization is pr esented by making discr ete contr ol law as the design var iables and taking

t erminal constr aint condition as the object ive function r espectively. The new method is used to t he

circular r ail sing le inver ted pendulum . And the pendulum sw ing up is r ealized by prog ramming and

computing the contr ol law . The r esults show the effect iveness and feasibility of t he studied method.
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1　引　　言

　　倒立摆是典型的自然不稳定动力系统, 在机器

人领域具有广泛的工程实际背景。关于倒立摆的研

究有两个问题:一是如何快速使得倒立摆从初始位

置达到工作位置的摆起控制; 二是在工作平衡点的

稳定控制问题。模糊控制和最优控制已实现了倒立

摆工作平衡点的良好控制[ 1～6]。倒立摆的摆起过程

是复杂非线性控制问题,涉及到力学模型、参数识别

和控制律计算等问题。文献[ 7]采用 PD控制研究单

摆的摆起问题,但增益系数要通过实验分析,并且对

摆起是否完成有很大的影响。

　　对于非线性系统的一般控制问题, 大多是应用

最优控制问题的数值计算方法。这种方法采用哈密

顿函数 H ( u) 的负梯度方向来计算迭代点 u
( k+ 1)

=

u
( k)

+ K s
( k)
, 每个时间段上要通过时间正标确定状

态变量 x, 再通过时间倒标确定伴随变量 �[ 8]。在实

际应用中发现, 采用最优控制的数值算法,在状态变

量较少时可实现最优控制律的计算, 但对于状态变

量较多,尤其是具有终点约束问题却难以实现。

　　 本文基于最优化原理研究倒立摆快速摆起的

实现方法, 将每个时间段上的控制律向量作为设计

变量,采用终点型指标 J 为目标函数,建立了最佳控

　收稿日期: 2002-05-02; 修回日期: 2002-08-21。

　基金项目: 国家自然科学基金资助项目( 69875003)。

　作者简介: 侯祥林( 1962—) ,男, 辽宁沈阳人,副教授, 博士后,从事非线性系统建模与控制、神经网络算法与应用的研

究; 徐心和( 1940—) , 男,河北山海关人, 教授,博士生导师, 从事足球机器人、智能控制等研究。



制律的优化程序计算方法, 并且有效地应用到圆轨

单级倒立摆摆起过程控制。

2　圆轨单级倒立摆模型和运动微分方程

2. 1　圆轨单级倒立摆模型

　　圆轨单级倒立摆模型由一个转动杆和一个摆

杆组成,其坐标系如图 1所示。这是一个二自由度系

统,转动杆绕 z 轴水平转动, 以使摆杆进入工作状

态。所谓工作状态,就是摆相对于不稳定平衡点为 �1
= 0, 摆杆的 �1角保持在一定的范围内。在摆起前,

摆杆处于下垂静止状态。

图 1　圆轨倒立摆坐标系

　　设 J 0为水平杆对 z 轴的转动惯量, l 0为转动杆

长, J c1 为摆杆对质心 C1 的转动惯量, m1 为摆杆质

量, l 1和 lc1分别为摆杆长度和摆杆质心C1到转轴O1

的距离, u为控制力矩;并设 F0 和 F1分别为转动杆

和摆杆的阻力矩系数, �0和 �1分别为转动杆和摆杆
的广义坐标, �0和 0分别为转动杆转角和角速度, �1
和  1分别为摆杆转角和角速度。

2. 2　圆轨单级倒立摆状态方程

　　圆轨单级倒立摆为二自由度系统,转动杆为定

轴转动,摆杆为空间一般运动,整个系统运动由广义

坐标�0和�1表示。通过齐次坐标变换 [ 9] 可获得系统

总动能(包括平动动能和转动动能)

T =
1
2
J 0 2

0 +
1
4
m1 [ 2( l 0 0 ) 2 +

( l c1 0) 2 + 2( lc1 1 ) 2 -

4l 0l c1 0 1cos �1 - ( l c1 0)
2
cos( 2�1) ] +

1
2 J

′
c1 (  2

1 +  2
0sin

2 �1 ) ( 1)

耗散能量为

D =
1
2
F0 2

0 +
1
2
F 1 2

1 ( 2)

系统广义力为Q0 = u, Q 1= m1glc1sin �1,其中u为控

制力矩。由拉格朗日方程[ 10]

d
dt
�T
��
�
j

-
�T
��j +

�D
��
�
j

= Q j ,　j = 0, 1 ( 3)

可列出系统运动微分方程组

[ J 0 + m1l
2
0 + (m1 l

2
c1 + J c1 ) sin

2 �1 ] �
¨

0 -

m1 l0 lc1co s(�1�
¨

1 ) =

u - F0 0 - m 1l0 lc1 2
1sin �1 -

( m1l
2
c1 + J c1)  0 1sin( 2�1 )

- m 1l0 lc1co s( �1�
¨

0 ) + (m1l
2
c1 + J c1 )�

¨

1 =

m1glc1sin �1 - F 1 1 + m1 l0l c1 0 1sin �1 +

( J c1 + m1 l
2
c1)  2

0 sin �1cos �1

( 4)

2. 3　系统状态方程

　　方程 ( 4) 可以看成对于 �
¨

0和 �
¨

1的二元一次方

程组,从方程( 4) 可求出 �
¨

0和 �
¨

1的表达式。设

a00 = J 0 + m1 l
2
0 + (m 1l

2
c1 + J c1 ) sin2 �1

a01 = a10 = - m1l 0l c1cos �1

a11 = m1l
2
c1 + J c1

b0 = u - F 0 0 - m1 l0 lc1 2
1sin �1 -

　　( m1l
2
c1 + J c1)  0 1sin( 2�

�
1 )

b1 = m1g lc1sin �1 - F1 1 +

　　m1 l0 lc1 0 1sin �1 + ( J c1 +

　　m1 l
2
c1)  2

0sin �1cos �1
! = a00a11 - a01a10

!1 = b0a11 - a01b1

!2 = a00b1 - a10b0

则

�
¨

0 = f 1( �0 , �1,  0 ,  1 , u) = ! 1/ !

�
¨

2 = f 4( �0 , �1,  0 ,  1 , u) = ! 2/ !
( 5)

　　设 x 1 = �0, x 2 = �1, x 3 =  0, x 4 =  1,可求得微

分方程( 4) 和( 5) 的一阶状态方程组

x�1 = x 3

x
�
2 = x 4

x
�
3 = f 1 ( x 1 , x 2, x 3, x 4 , u)

x
�
4 = f 2 ( x 1 , x 2, x 3, x 4 , u)

( 6)

3　摆起过程控制律的优化程序方法

3. 1　摆起控制律优化计算原理

　　设终点时间固定, 摆在给定时间 t f 摆起, 理想

控制应在 tf 时刻获得 �1 = 0, �
�
0 = 0, �

�
1 = 0 三个终

点指标。即终点约束为 x 2 ( tf ) = x 3( tf ) = x 4( t f ) =

0。控制指标可表示为

J = ( x 2( tf ) )
2
+ ( x 3( tf ) )

2
+ ( x 4 ( tf ) )

2
( 7)

　　实际程序采用数值计算方法,将时间[ t 0, t f ] 分

成n段,每段时间间隔为! t = ( t f - t 0) / n,使其与数

值计算时间步长相等。状态变量为 x 1, i , x 2, i, x 3, i,
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x 4, i, i = 1, 2,⋯, n + 1。在 t = t0 + i!t , 控制律为
ui (待求量)。

　　基于最优化原理
[ 11]

, 可建立最优化问题

min( F ( u) ) ( 8)

其中目标函数为控制指标

F( u) = ( x 2, n+ 1 ( u) ) 2 + ( x 3, n+ 1( u) ) 2 +

( x 4, n+ 1 ( u) )
2

( 9)

待求设计变量为每个时间段上的控制律

u = [ u1, u2 ,⋯, un] T ,　u∈ R
n ( 10)

将状态方程表示为

x
�
1, i+ 1 = x 3, i

x
�
2, i+ 1 = x 4, i

x
�
3, i+ 1 = f 1 ( x 1, i, x 2, i , x 3, i, x 4, i , ui )

x�4, i+ 1 = f 2 ( x 1, i, x 2, i , x 3, i, x 4, i , ui )

( 11)

　　值得注意的是,这里计算每个时间段上控制变

量的优化问题与采用最优控制的数值算法有两点不

同:

　　1) 梯度是目标函数直接对设计变量的偏导数,

这里不存在 H 函数;

　　2) 每步计算通过一维搜索方法确定最优步长,

而不是所给的固定步长,这种计算加快了计算收敛

速度。

　　本文采用真实的梯度优化方法进行控制律的

计算。

3. 2　目标函数的动态形成过程

　　1) 给定系统参数和初始条件 x i, 1, i = 1, 2, 3, 4,

设置控制时间 t f ;

　　2) 当给出控制量 u1 , u2,⋯, un 时, 通过状态方

程( 11) 采用R-K方法
[ 12]
进行一步计算,由u1和 x i, 1

计算 x i, 2, 由 uk 和 x i, k 计算 x i, k+ 1, 由 un 和 x i, n计算

x i, n+ 1, x i, n+ 1 ( i = 1, 2, 3, 4) 是 u1 , u2,⋯, un的函数;

　　3) 由过程 2) 的结果形成目标函数( 9)。

3. 3　梯度函数的形成过程

　　目标函数 F( u) 是 u1 , u2,⋯, un复杂显函数,具

有繁琐嵌套关系, 采用梯度法优化方法计算需要梯

度

Grad[ F( u) ] = [
�F
�u1

,
�F
�u2

, ⋯,
�F
�un

]

T

( 12)

可采用差商代替偏导数

�f
�u j
≈

F ( uj ) - F( u)
du j

, 　j = 1, 2,⋯, n ( 13)

其中

u = [ u1, u2 ,⋯, u j ,⋯, un ]
T

uj = [ u1, u2, ⋯, u j + duj ,⋯, un ] T
( 14)

3. 4　采用梯度优化方法的程序步骤

　　1) 赋初值u
( 0)
1 , u( 0)

2 ,⋯, u ( 0)
n ;

　　2) 调梯度函数计算 �F/ �u j ,获得负梯度方向向

量

s j = - �F/ �u j ,　j = 1, 2,⋯, n ( 15)

　　3) 调一维搜索子程序(进退法,黄金分割法) 计

算每步最优步长 ∀, 得到新控制律
uj = u

( 0)
j + ∀s j ( 16)

　　4) 计算目标函数值

FO = F ( u1 , u2 ,⋯, un ) ( 17)

　　5) 若满足条件 FO < e,则输出程序所计算的控

制律;若不满足条件 FO < e,则使 u
( 0)
j = u j ,返回步

骤 2) 继续计算。

4　圆轨单级倒立摆摆起控制

4. 1　系统参数及初始条件

　　转动杆的转动惯量 J o = 0. 047 5 kg �m2 ,水平

杆长l 0 = 0. 165 m,质量m 1= 0. 408 kg ,摆杆对中心

轴转动惯量 J c1 = 0. 002 9 kg �m2
,质心与转轴距离

l c1 = 0. 116m ,驱动力矩幅值umax = 4. 7 N �m;初始

条件: F0 = 0. 11 N �s/ m , F1 = 0. 025 N �s/ m , t0 =

0, tf = 1 s, �0 = 0, �1 = 3. 14 rad,  0 =  1 = 0;控制

目标函数精度 #= 0. 05; 梯度函数中的增量 du j =

0. 000 01。

4. 2　仿真计算

　　程序仿真经过 1 916次优化计算, 目标函数值

达到 0. 043 71,计算出摆起过程最优控制力矩随时

间的变化关系, 如图 2所示。终点时刻的状态参量达

到�1 = 0. 340 4 rad, #0 = 0. 011 rad/ s,  1 = - 0. 161

r ad/ s。

图 2　 摆起过程控制力矩随时间变化

　　 摆杆摆起过程转角和角速度随时间变化分别

如图 3和图 4所示。转动杆摆起过程转角和角速度

随时间变化分别如图5和图6所示。这一计算结果

已成功地使圆轨单级倒立摆在 1 s 内摆起到工作平

衡点。
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图 3　摆杆摆起过程转角随时间变化　　　　　　　　　　图 4　摆杆摆起过程角速度随时间变化

图 5　转动杆摆起过程转角随时间变化　　　　　　　　　图 6　转动杆摆起过程角速度随时间变化

5　结　　论

　　本文以离散控制律向量为设计变量, 以终点约

束条件为目标函数,建立了最佳控制律的优化方法。

编制了圆轨倒立摆摆起过程的计算机程序, 并对圆

轨倒立摆摆起过程控制获得成功。理论和实际表明,

这种控制律计算的优化方法是有效的,新的优化方

法为复杂非线性系统的过程控制提供了条件。
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