
第 18卷 第 4期

Vol. 18 No . 4

　控　制　与　决　策

　Control and Decision　

2003年 7月

　July 2003

　　文章编号: 1001-0920( 2003) 04-0487-03

线性不确定奇异摄动系统的稳定控制鲁棒界
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摘　要: 对于具有不确定量的奇异摄动系统 ,利用 Lyapunov 稳定性理论研究其稳定鲁棒控制问题。在

一定条件下得到了任一理想奇异摄动系统的稳定鲁棒控制,也是不确定奇异摄动系统具有一定鲁棒界

的稳定控制。给出了闭环奇异摄动系统渐近稳定的条件, 讨论了鲁棒界及其变化范围。
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Abstract: By the use of Lyapunov stability t heo ry , the st able robust contr ol problem is st udied w it h

constr ucting Lyapunov function. On definite condition, the stable r obust contro ller o f any ideal singular

per turbation contro l system is obt ained. At the same time, it is also t he stable robust contr oller of

uncerta in singular per turbation cont ro l system w ith definite robust bounds. T he condition w hich makes

t he closed-loop singular per turbation contro l sy st em asymptotic stable is given. Fur ther , the r obust

bounds o f stable cont ro llers and the change of r ange about its cor responding paramet er ar e discussed.
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1　引　　言

　　自从 Rohrs
[ 1]
分析了产生系统不稳定的主要原

因以来,对于不确定系统鲁棒性的研究已有许多重

要成果。文献[ 2～4]分别讨论了具有反馈控制的不

确定系统和时滞不确定系统的鲁棒控制问题。文献

[ 5]给出了离散不确定系统主要结果的进一步说明

和严格证明。文献[ 6]研究了状态反馈不确定系统稳

定控制的鲁棒界。本文则给出具有不确定量的奇异

摄动系统的稳定鲁棒控制问题, 并讨论其鲁棒界的

范围。

2　预备知识和重要引理

　　常用符号如下:

　　1) ‖X‖2 = (∑
n

i= 1
�x i� 2)

1/ 2

表示n维向量X 的范

数;

　　2) �max( A ) 和 �min ( A ) 分别表示n阶方阵 A 的最

大和最小特征值;

　　3) �( A ) 和‖A‖2 = �max ( A T
A ) 分别表示矩

阵 A 的谱和谱范数;
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　　4) C( - r ) = {Z: Re Z < - r , r > 0}。

　　引理 1
[ 6]　如果 F 为实对称阵,且满足‖F‖2

< l ,则( l I n± F) 为正定对称阵。

　　引理2
[ 6]　对于任意正定对称阵 Q∈R

n×n及 r

> 0, 方程

A
T
P + PA + 2r P = - Q

有唯一正定解阵 P 的充要条件是 �( A ) � C( - r)。

　　引理3
[ 7]　如果[ F: H ] 完全可观测,则 F 稳定

的充要条件是存在正定对称阵 P ,使得

F
T
P + PF = - Q

成立,其中 Q = H H
T
。

3　稳定控制的鲁棒性定理

　　考虑下述不确定奇异摄动系统

X
�

= ( A 11 +  A 11 ) X + A 12Z + B1U ( 1)

!Z
�

= A 21X + A 22Z + B2U ( 2)

Y = CX ( 3)

式中: X , Z, U和Y 分别为n维主导状态、m维寄生状

态、p 维控制输入和 q维系统输出; A 11, A 12 , A 21, A 22,

B1 , B2和 C为适当阶数的矩阵,假定A 22稳定,即Re

�max( A 22 ) < 0;  A 11为不确定量,假定  A 11∈ U∀=

{H : ‖H‖2 < ∀, ∀> 0} ; !为摄动比率, 假定 !∈
[ 0, !* ] , 且 !* � 1。

　　引入新的寄生变量

#= Z + A
- 1
22 ( A 21X + B 2U ) ( 4)

则式( 1) 和( 2) 可分别化为

X
�

= ( A 0 +  A 11) X + B 0U + A 12# ( 5)

!# = A 22#+ ![ ( A 1 +  A 1) X +

　　A 2U + A 3#+ A 4U
�

] ( 6)

式中

A 0 = A 11 - A 12A
- 1
22 A 21,　B0 = B 1 - A 12A

- 1
22 B2

A 1 = A
- 1
22 A 21A 0,　A 2 = A

- 1
22 A 21B0

A 3 = A
- 1
22 A 21A 12,　A 4 = A

- 1
22 B2

 A 1 = A
- 1
22 A 21 A 11

　　当 != 0时, 系统( 5) , ( 6) 和( 3) 退化为线性不

确定系统

X
�

= ( A 0 +  A 11 ) X + B0U
�

( 7)

Y = CX ( 8)

在状态反馈 U = K X 下,可得到闭环系统

　　　　　X
�

= ( A C +  A 11 ) X + A 12# ( 9)

　　　　　!#
�
= A 22#+ !( EX + F#) ( 10)

　　　　　Y = CX ( 11)

式中

A C = A 0 + B0K , 　F = A 3 + A 4K A 12

E = A 1 + A 2K + A 4K A 0 + A 4KB 0K +

　　 A 1 + A 4K  A 11

K ∈ R
p×n

　　 显然, 矩阵 E 依赖于不确定量  A 11 ,可记为 E

= E(  A 11)。

　　定理 1　设 U = KX 是理想奇异摄动系统
[ 8]

X
�

= A 0X + B 0U + A 12# ( 12)

!# = A 22#+ ![ A 1X + A 2U +

　　A 3#+ A 4U
�

] ( 13)

Y = CX ( 14)

的稳定控制,则必存在 !* > 0,当 ! < !* 时, U =

K X 是不确定奇异摄动系统( 9) ～ ( 11) 的稳定鲁棒

控制,其稳定界为

∀* = r�min ( PC) - !∃*

�max ( P C)
( 15)

其中: PC 是 Lyapunov 方程

A
T
CP C + P CA C + 2rP C = - Q ( 16)

的正定解阵; ∃* 是由不确定量  A 11 确定的正常数,

当 ∀给定后, ∃* 便随之确定; 0 < r < ��min ( A C) �。
　　证明　由引理 2, 对任意正定对称阵 Q及 r >

0,方程

A
T
CP C + P CA C + 2rP C = - Q

有唯一正定解阵 P C。由引理 3, 对任意正定对称阵

Q 1, 由于 A 22稳定,所以方程

A
T
22P 1 + P 1A 22 = - Q 1

有唯一正定解阵 P 1。为此选择下述 Lyapunov 函数

V ( X , #) = 1
2 X

T
PCX +

!
2 [ #-

%( X ) ] TP 1[ #- %( X ) ] ( 17)

式中

%( X ) = P
- 1
1 &X ,　& = ( P CA 12A

- 1
22 ) T

将 V ( X , #) 对 t求全导数,并利用式( 9) 和( 10) ,得

V
�

( X , #) =
1
2
X

T[ A T
CP C + PCA C +  A T

11P C + P C A 11] X +

1
2
#T [ A T

22P 1 + P1A 22 ] #- !
2
X

T
[ G

T
1 & + &G1] X +

!
2
[ #T ( GT

2 P1 + P 1G2 ) #+ X
T
G
T
1 P 1#+

#TP 1G1X - #TGT
2 &X - X

T & T
G2#] ( 18)

式中
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　　　　　G1 = E - P
- 1
1 & ( A C +  A 11 )

　　　　　G2 = F - P
- 1
1 & A 12

　　由式( 15) 和( 16) 得

　　V
�

( X , #) =

　
1
2 X

T
[ - Q - 2r PC +  A T

11P C + P C A 11 -

　　!( GT
1 & + & T

G1 ) ] X - 1
2
#TQ1#+

　
!
2
[ #T( GT

2P 1 + P1G2) #+ X
T
G
T
1P 1#+

　　#TP 1G1X - #TGT
2 &X - X

T & T
G2#] ( 19)

设

�* = 1
2
�min ( Q 1)

�1 = 1
2
�max ( GT

2P 1 + P 1G2 )

�2 = ‖GT
1 P1 - & T

G2‖2 = ‖P1G1 - G
T
2&‖2

‖G
T
1& + & T

G 1‖2 = ∃(  A 11 ) < ∃*

由于  A 11∈ U∀,所以

‖ A T
11P C + PC A 11‖2≤

2‖ A 11‖2‖P C‖2≤

2∀‖PC‖2≤ 2∀�max( P C)

于是

V
�

( X , #) ≤
1
2
X

T[ - Q - 2( r�min ( P C) - ∀�max ( P C) -

!∃* ) I n - ( 2∀�max ( P C) I n - (  A T
11P C +

PC A 11 ) ) - !( ∃* I n + ( G
T
1& + &G1 ) ) ] X -

�*‖#‖2
2 - !∃*

2 [‖X‖2 -
�2
∃* ‖#‖2 ]

2

+

!(�1 +
�22
2∃* )‖#‖2

2 ( 20)

　　�1是与不确定量 A 11无关的正常数,而�2和∃*

则与  A 11有关。当  A 11∈ U∀时, �2和 ∃* 的取值范
围也随之确定, 不妨设 �*2 = sup

 A
11
∈U∀
{�2}。另一方面,

当  A 11 ∈ U∀时, ∃* 的值已经确定, 可取 ∃* =

sup
 A

11
∈U∀
{‖GT

1 & + &G 1‖2}。因为 �* = 1
2
�min ( Q1 ) ,所

以对任意正定阵 Q1 ,必存在 !* > 0,当 ! < !* 时,
能保证

�* = 1
2
�min( Q 1) ≥ !(�1 +

( �*2 ) 2

2∃* ) ≥

!(�1 +
�22
2∃* ) ( 21)

由引理 2, 2∀�max ( PC ) I n - (  A T
1 PC + P C A 11 ) 与

∃* I n + ( G
T
1 & + &G 1) 都是正定对称阵, 因此只要

r�min( P C) - ∀�max( P C) - !∃* ≥ 0, 且! < !* ,就能
保证 V ( X , #) ≤ 0。同时, 当且仅当 X = #= 0时,

V ( 0, 0) = 0。

　　因此,当  A 11∈ U∀时,闭环系统( 9) ～ ( 11) 是

渐近稳定的, 即U = K X 是系统( 5) 和( 6) 的稳定鲁

棒控制。稳定界为式( 15) ,稳定条件为式( 21)。□

　　由于 r的取值范围为 r∈ ( 0, ��min( A C ) � ) , P C是

方程( 16) 的正定解阵,所以 P C 与 r 和 Q有关,稳定

的鲁棒界 ∀* 是关于 r 和Q的函数。可采用寻优的方

法求取 ∀的最大值。
　　定理 2　对于理想奇异摄动系统( 12) ～ ( 14) ,

存在 !* > 0,当 ! < !* 且 rank B 0 = n时,具有不

确定量 A 11的奇异摄动系统( 5) 和( 6) ,必存在稳定

鲁棒控制器U = K X。其中

K = - r B
T
0 PC

A
T
0 PC + P C A 0 = - I n

r ≥
∀�max ( PC ) + !∃*

�min( B 0B
T
0 )�min ( P2

C)

　　证明　当 K = - rB
T
0PC 时,有

K
T
B0P C + PCB 0K = - 2r PCB 0B

T
0P C

由式( 18) 得

V
�

( X , #) ≤
1
2
X

T[ A T
0 PC + PCA 0 -

2( r�min ( B 0B
T
0 )�min( P 2

C) - ∀�max( P C) -

!∃* ) I n - ( 2∀�max ( P C) - (  A T
11P C +

PCA 11 ) ) - !( ∃* I n + G
T
1& + & T

G1 ) ] X -

�*‖#‖2
2 - !∃*

2
[‖X‖2 -

�2
∃* ‖#‖2]

2
+

!(�1 +
�22
2∃* )‖#‖2

2

由引理 1 知, 2�max ( PC) I n - (  A T
11PC + PCA 11 ) 与

∃* I n + G
T
1 & + & T

G1都是正定对称阵,所以对任意正

定对称阵 Q 1,必存在 !* > 0,当 ! < !* 时, 有

�* ≥ !(�1 +
(�*2 ) 2

2∃* ) ≥ !(�1 +
�22
2∃* )

因此,只要

r�min ( B0B
T
0 )�min( P 2

C) -

∀�min( P C) - !∃* ≥ 0

就能保证 V
�

( X , #) ≤ 0。其中A
T
0P C + PCA 0 = - I n。
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的控制性能。实验结果表明, 该非线性PID控制的6

自由度并联机器人具有很高的轨迹跟踪精度。该控

制器结构简单,易于工程实现,可应用于其他精度要

求较高的伺服系统控制。
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4　结　　论

　　本文研究具有不确定量的奇异摄动系统的稳定

鲁棒控制问题,在较弱的条件下,给出了理想奇异摄

动系统的稳定控制, 也是不确定奇异摄动系统具有

一定鲁棒界的稳定控制,并分析了稳定鲁棒界及相

应参数的变化范围。本文结果是文献[ 6]结论在奇异

摄动系统中的推广。
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