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摘　要: 基于 Lyapunov 稳定性理论, 提出一种具有不匹配参数混沌系统的同步控制方法。即使在有较

大参数误差的情况下,只要选择合适的反馈控制律和参数自适应律, 也能保证同步系统的全局稳定性。

与已有的结果相比,该方法能克服较大参数误差对同步的影响。Lorenz 系统和 Chen 系统的数值仿真验

证了该方法的有效性。
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Abstract: Based on t he r ig or ous Lyapunov st ability t heo r y, a method of synchronizing chaotic sy st ems

w it h mismatched par ameter s is propo sed. Feedback contro l law and param eter adaptiv e law can be

cho sen suit ably such that the g lobal stability of synchronization sy stem is ensur ed even if ther e ex ist

higher par ameter er ro rs between dr iv ing system and response system. Compared w ith the ex isted

r esults, the method can over come the effect o f mismatched param eters. Numer ical simulations of

Lo renz and Chen sy stems ver ify t he effectiveness of the method.
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1　引　　言

　　混沌系统具有对初始条件以及系统参数极其敏

感的特性。系统参数或初始条件的微小差异,最终会

导致系统完全不同的行为。Pecora 和 Carrol l发现,

一个混沌系统的某些相同的子系统在特定条件下可

以相互同步[ 1]。特别是混沌系统的高度随机性和宽

带特性, 使得混沌同步在保密通信
[ 2]
等领域显示出

良好的应用前景,成为近年来混沌系统研究的主要

课题。利用反馈控制 [ 3]、自适应控制 [ 4～7]以及变结构

控制
[ 8]
等方法,都能使混沌系统达到同步。另外,反

馈控制律与参数自适应律相结合,也能使系统达到

全部或部分状态的同步
[ 9, 10]
。但该方法并未给出严

格的理论分析[ 10] , 也没有给出如何选择反馈控制律

以及参数自适应律, 而且对应参数不能相差太大。

　　为了克服上述缺点, 本文利用 Lyapunov 稳定

性理论,以 Lo renz系统和Chen系统为例,给出了严

格的稳定性理论分析。所得结果不但能保证同步系

统的全局稳定性, 而且可根据 Lyapunov 函数来选

择合适的反馈控制律和参数自适应律。另外, 即使在

参数匹配误差很大的情况下,混沌系统也能达到同
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步。Lorenz 系统和 Chen系统的仿真结果表明了该

方法的有效性。

2　Lorenz系统

　　首先利用Lorenz系统来构造同步系统。驱动系

统和响应系统分别为

x
�
1 = �1( x 2 - x 1)

x�2 = �1x 1 - x 2 - x 1x 3

x
�
3 = x 1x 2 -  1x 3

( 1)

y
�
1 = �2 ( y 2 - y 1) + h( * )

y
�
2 = �2y 1 - y 2 - y1y 3

y
�
3 = y 1y 2 -  2y3

( 2)

其中h( * ) 是控制律。假定系统( 1) 和( 2) 满足下列

条件:

　　1) �1 = �2 = �> 0,  1 =  2 =  > 0;

　　2) �1≠�2, �1 > 0是常数或慢时变的, �2 > 0是

可调的。

　　定义误差

ei = yi - x i,　i = 1, 2, 3

e� = �2 - �1

则误差系统为

e
�
1 = �1 ( e2 - e1 ) + e�( y 2 - y 1) + h( * )

e
�
2 = �e 1 - e2 - x 1e 3 - x 3e1 - e 1e3

e�3 = x 2e1 + x 1e 2 + e1e 2 -  e 3

e
�
� = g( * )

( 3)

其中 g( * ) 是参数自适应律。于是同步系统的稳定

性便等价于误差系统( 3) 在原点的稳定性。文献[ 9,

10] 仅仅保证系统在同步流形附近的收敛性。下述

定理表明:只要根据Lyapunov函数适当选取控制律

h( * ) 和自适应律 g ( * ) ,就能保证系统( 3) 在原点

的全局渐近稳定性。

　　定理 1　设驱动 Lorenz系统对于参数( �1 ,�1,
 1) 是混沌的。对于误差系统( 3) , 取反馈控制律和

参数自适应律

h( * ) = - K ( y 1 - x 1 ) ( 4a)

e
�
� = g( * ) =

- ( y 1 - x 1 ) ( y 2 - y 1) - !( �2 - �1) ( 4b)

其中可调参数!> 0。只要K 充分大, 则误差系统( 3)

在原点渐近稳定, 即驱动系统( 1) 和响应系统( 2) 达

到同步。

　　证明　取 Lyapunov 函数

V ( t ) = 1
2
( e21 + e

2
2 + e

2
3 + e

2
�)

沿系统( 3) 的轨迹对时间 t求导,得

V
�

( t ) =

- �1e 21 - e
2
2 -  e23 + ( �1 +

�- x 3 ) e1e2 + x 2e1e3 +

e�e1 ( y 2 - y 1) + e�e�� + e 1h( * ) ( 5)

根据式( 4a) 和( 4b) ,有

V
�

( t) = - ( �1 + K ) e
2
1 - e

2
2 -  e 23 -

!e2� + ( �1 + �- x 3) e 1e2 + x 2e1e3

因此

V
�

( t ) =

- [ e1　e2　e 3　e�] ×

�1 + K -
�1 + �- x 3

2
-

x 2

2
0

-
�1 + �- x 3

2
1 0 0

-
x 2

2 0  0

0 0 0 !

e1

e2

e3

e�

=

- [ e1　e2　e 3　e�] A ( K ) [ e1　e2　e3　e�] T

( 6)

由于驱动系统是混沌的 , 所以存在M > 0, 使得

max(  x 2 ,  x 3 ) < M。根据式( 6) , 只要 K 充分大,

且

K >
 ( �1 + �+ M )

2
+ M

2

4 - �1

就能保证矩阵 A ( K ) 是正定阵, 因此 V
�
( t) ≤ 0。所

以: 1) e 1∈L∞ , e2∈L∞ , e3∈L∞, e�∈L∞; 2) e1∈L 2 ,

e 2∈L 2, e3∈L 2 , e�∈L 2。根据Barbalat引理[ 11] ,对误

差系统 ( 3) 的任意初始状态 ( e 1( 0) , e2 ( 0) , e 3( 0) ,

e�( 0) ) ,有 e
�
1∈L∞ , e�2∈L∞ , e�3∈L∞, e��∈L∞。因此

e 1→0, e 2→0, e 3→0, e�→0,即 y i→ x i ( i = 1, 2, 3) ,

�2→�1 , t→∞。故驱动系统( 1) 和响应系统( 2) 达到

同步。□

　　 从参数自适应律( 4b) 和( 6) 可以看出, 误差系

统 ( 3) 在原点是全局渐近稳定的, 而文献[ 9, 10] 仅

在同步流形附近成立,并且要求较小的参数误差。另

外,自适应律( 4b) 引入了参数!, !越大,同步速度越

快,对外部干扰的抑制能力越强。

3　Chen系统

　　下面利用 Chen 系统来阐明该方法的有效性。

假设驱动系统和响应系统分别为

　　

x
�
1 = a1 ( x 2 - x 1 )

x
�
2 = ( c - a1 ) x 1 + c1x 2 - x 1x 3

x
�
3 = x 1x 2 - b1x 3

( 7)
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y
�
1 = a2 ( y 2 - y 1) + h1( * )

y
�
2 = ( c - a2) y 1 + cy 2 - y 1y 3 + h2( * )

y
�
3 = y 1y 2 - b2y 3

( 8)

其中 h1 ( * ) 和 h2 ( * ) 是反馈控制律。假定系统( 7)

和( 8) 满足如下条件: 1) c 1 = c2 = c > 0, b1 = b2 = b

> 0; 2) a1 > 0, a1≠ a2, a1是常数或慢时变的, a2是

可调的。

　　定义误差

e�i = yi - x i,　i = 1, 2, 3

ea = a2 - a1

则误差系统为

e
�
1 = ea ( y 2 - y 1) + a1 ( e2 - e1 ) + h1 ( * )

e
�
2 = c( e1 + e2 ) - x 1e3 - x 3e1 -

　　e1e3 - a1e1 - eay 1 + h2( * )

e
�
3 = x 2e1 + x 1e 2 + e1e 2 - be3

e�a = g( * )

( 9)

其中g ( * ) 是参数自适应律。

　　只要选取适当的反馈控制律 h1( * ) , h2( * ) 以

及参数自适应律g ( * ) ,就能保证误差系统( 9) 在原

点( 0, 0, 0, 0) T 的渐近稳定性。

　　定理2　设驱动Chen系统是混沌的。取反馈控

制律

h1 ( * ) = - K 1 ( y 1 - x 1 ) ( 10a)

h2 ( * ) = - K 2 ( y 2 - x 2 ) ( 10b)

以及参数自适应律

e
�
a = g ( * ) =

( y 2 - x 2) y 1 - ( y 1 - x 2 ) ×

( y 2 - y 1 ) - !( a2 - a1 ) ( 10c)

其中可调参数 !> 0。只要 K 1和 K 2充分大,误差系

统( 9) 就能在原点渐近稳定。

　　证明　取 Lyapunov 函数

V ( t ) =
1
2
( e

2
1 + e

2
2 + e

2
3 + e

2
a )

沿系统( 9) 的轨迹对时间 t求导, 得

V
�
( t ) =

- a1e
2
1 + ce

2
2 - be

2
3 + ( c - x 3) e1e2 +

x 2e 1e3 + eae
�
a - eae 2y 1 +

eae 1( y 2 - y 1) + e 1h1 ( * ) + e 2h2( * ) ( 11)

由式( 10a) ～ ( 10c) 得

V
�
( t) =

- ( K 1 + a1) e
2
1 - ( K 2 - c) e

2
2 -

be
2
3 - !e 2a + ( c - x 3 ) e1e2 + x 2e1e 3

因此

V
�
( t ) = - [ e 1　e 2　e 3　e a] ×

A ( K ) [ e1　e2　e3　ea ]
T

( 12)

由于系统 ( 7 )是混沌的 , 所以存在M > 0 , 使得

max(  x 2 ,  x 3 ) < M。只要 K 1和 K 2充分大, 满足

K 2 - c > 0

K 1 > ( c + M )
2

4( K 2 - c)
+ M

2

4b
- a1

就能保证矩阵A ( K ) 是正定阵,因此V
�

( t ) ≤0。根据

V ( t ) 的性质, 得e 1→0, e2→0, e3→0, ea→0。即 y i→

x i( i = 1, 2, 3) , a2→a1, t→∞。所以系统( 7) 和系统

( 8) 达到同步。□

　　 注 1　自适应律( 10a) 和( 10c) 需要利用误差

状态 e1 = y 1 - x 1 , e2 = y 2 - x 2 的信息。根据式( 9)

和( 10b) , e1的信息可用滤波器

∀
�

= - a1∀+ a1e2 ,　∀( 0) 任意 ( 13)

来估计。所以式( 10a) 和( 10c) 变为

h1 ( * ) = - K 1∀
a
�
2 = g( * ) =

y 1( y 2 - x 2 ) - ∀( y 2 - y 1) - !( a2 - a1 )

∀
�

= - a1∀+ a1( y 2 - x 2 )

( 14)

4　数值仿真

　　例1　Lo renz系统:设系统( 1) 的初始条件和参

数分别为( - 4, 8, 3) T, ( 10, 28, 8/ 3) ; 系统( 2) 的初

始条件和参数分别为( 4, - 5, 8) T, ( 30, 28, 8/ 3) ; 参

数误差为 e�( 0) = 20。反馈控制律以及参数自适应

律取式( 4a) 和( 4b) ,其中: K = 30, != 2。

　　 数值仿真结果如图 1 所示。从图 1( a) 可以看

出,误差分量 ei( i = 1, 2, 3) 能趋于零;从图 1( b) 可

以看出, 系统( 2) 的参数 �2能逼近系统( 1) 的参数

�1;假设参数 �1 ( t) 在标称值 �1 = 10附近作周期性

扰动,即�′1( t ) = �1 + 0. 2sin( 40t ) ,从图1( c) 可以看

出,响应系统的参数 �2( t ) 仍能逼近驱动系统的标称
参数值 �1 = 10,而且系统( 1) 和系统( 2) 仍然同步。

　　例 2　Chen 系统: 设系统( 7) 的初始条件和参

数分别为( 10, - 12, 13)
T
, ( 35, 3, 28) ; 系统( 8) 的初

始条件和参数分别为( - 5, 10, - 5)
T
, ( 40, 3, 28) ;

参数误差为 e a( 0) = 5。反馈控制律以及参数自适应

律取式( 10b) 和( 14) , 其中: K 1 = 40, K 2 = 4, != 2。

　　仿真结果如图 2所示。从图 2可以看出, 误差

e i( i = 1, 2, 3) 趋于零, 系统( 8) 的参数 a2 能较快地

趋于系统( 7)的参数a1。即使对驱动系统的参数a1
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( a )　误差曲线

( b)　参数 �2 曲线

( c)　参数 �1, 2的对比

图 1　Lorenz系统仿真结果

施加周期性干扰 0. 2sin( 50t) ,参数 a2仍能逼近标称

参数a1 = 35。

5　结　　论

　　本文利用 Lyapunov 稳定性理论, 提出一种具

有不匹配参数的混沌系统的同步控制方法。只要根

据 Lyapunov 函数选择合适的反馈控制律和参数自

适应律,就能保证同步系统的全局稳定性。与文献

[ 9, 10]相比, 该方法能更好地克服较大参数误差对

同步的影响, 并有较强的干扰抑制能力。Lor enz系

统和 Chen系统的数值仿真结果表明了该方法的有

效性。

( a)　误差曲线

( b)　参数 a2曲线

( c)　参数 a1, 2的对比

图 2　Chen系统仿真结果
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图 3　控制 u仿真曲线

图 4　状态 x 仿真曲线

5　结　　论

　　本文针对多变量模型不确定系统,提出一种二

阶终端滑模分解控制方法。通过状态变换和去耦合

处理,将系统转换为块能控标准型,它由输入输出子

系统和稳定的零动态子系统组成。对输入输出子系

统提出了特殊的二阶终端滑模超曲面和相应的控制

策略,使该子系统状态渐近收敛到平衡点,稳定的零

动态子系统随后也渐近收敛到平衡点。本文所提出

的方法对于控制维数较高的系统具有较大的意义,

可简化设计,实现鲁棒分解控制。同时,由于采用了

二阶滑模的思想,可有效地消除系统的高频抖振。最

后对一个 7阶多变量模型不确定系统进行仿真, 结

果表明了所提出方法的有效性。
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