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多变量模型不确定系统的二阶滑模分解控制方法

郑雪梅, 冯　勇, 陈晓丽
(哈尔滨工业大学 电气工程系, 黑龙江 哈尔滨 150001)

摘　要: 提出一种多变量模型不确定系统的二阶终端滑模分解控制方法。通过状态变换和去耦合处理

将系统转换为块能控标准型,它由输入输出子系统和稳定的零动态子系统组成。提出了特殊的二阶终端

滑模超曲面和相应的控制策略,使输入输出子系统状态渐近收敛到平衡点,零动态子系统随后也渐近收

敛到平衡点。所提出方法对于控制维数较高的系统具有较大的意义,可简化设计, 实现鲁棒分解控制。由

于采用了二阶滑模的思想,可有效地消除系统的高频抖振。仿真实例表明了该方法的有效性。
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Abstract: A second-order sliding mode decomposed cont ro l m et hod is pr esented fo r multivar iable

sy st ems with paramet er uncerta inties and ext ernal disturbances. The sy stem is conver ted to the blo ck

cont ro llable form consisting o f the input -output subsystem and the st able zer o-dynam ic subsy st em. A

special second-o rder terminal sliding mode and contr ol law are propo sed to drive the st ates o f the input-

output subsy stem conver ge to the equilibrium po ints asympotically. T hen the states of the zer o-dynamic

subsy stem converg e to the equilibrium po ints asympto tically . Because of adopting t he second o rder

sliding mode , the high frequency chatter ing of the contr ol signals is eliminated. T he simulation result s

ar e presented to v alidat e the effect iveness of the design.
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1　引　　言

　　对于存在参数不确定性和外部扰动的多变量系

统,常用的控制方法有两种:状态反馈控制和最优控

制。但如果系统的维数较高,则采用上述两种方法会

耗费较长的计算时间, 并且在计算过程中容易出现

病态。文献[ 1]提出将系统化为块能控标准型, 然后

对块能控标准型进行控制。这种方法能有效地缓解

上述方法存在的不足,但仅采用状态反馈对系统进

行控制,系统对参数摄动和外部扰动不具有鲁棒性。

　　滑模控制是实现系统鲁棒控制的一种有效方

法,但在滑模控制中存在抖振问题,这是制约其应用

的一个障碍。抖振是由于高频的开关函数引起的, 以

往的解决办法是用平滑函数或饱和函数代替开关函

数
[ 2, 3]

,但这是以牺牲系统的性能为代价的。如何研
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究一种既能保证系统的鲁棒性, 又能使系统是连续

的二阶滑模的控制方法,已成为研究的焦点 [ 4]。

　　本文利用文献[ 1]的模型变换思想,在将线性多

变量系统转换为块能控标准型的基础上, 提出一种

二阶滑模分解控制方法。首先确定系统的能控指数,

然后通过状态变换将其转化为 r 个块的块能控标准

型,最后进行一次状态变换以去掉系统中的耦合项。

这样可将系统分为两部分:输入输出子系统和零动

态子系统。通过状态反馈使得零动态子系统满足性

能要求。对于输入输出子系统, 利用终端滑模的思

想[ 5, 6] ,提出了特殊的二阶终端滑模和相应的控制策

略,使该子系统状态渐近收敛到平衡点,稳定的零动

态子系统随后也渐近收敛到平衡点。

　　本文所提出的方法对于控制维数较高的系统具

有较大的意义, 可以简化设计, 实现鲁棒分解控制。

由于采用了二阶滑模的思想, 可有效地消除系统的

高频抖振。仿真实例表明了该方法的有效性。

2　多变量模型不确定系统的模型分解

　　考虑如下线性多变量模型不确定系统

x
�( t ) = Ax( t ) + Bu( t) + Aper ( t ) ( 1)

其中: x( t ) ∈ R
n
, u( t ) ∈ R

m
, A∈ R

n×n
, B ∈ R

n×m
;

Aper ( t ) ∈ R
n×1表示系统的不确定项或非线性项。本

文对矩阵A , B, Ap er ( t) 作如下假设:

　　1) A, B为已知常数矩阵;

　　2) A, B可控;

　　3) Aper ( t ) 满足如下匹配条件

Aper ( t ) = Bd( t) ( 2)

其中 d( t ) ∈ R
m×1为有界的时变函数,‖d( t)‖≤

ld。

　　控制目的是:在系统存在不确定项 Aper ( t ) 的情

况下, 选择合适的控制策略, 使得系统由初始状态

x( 0) ≠ 0收敛到平衡点。

2. 1　块能控标准型

　　对线性多变量系统( 1) 作非奇异状态变换

x′= Fx ( 3)

状态变换矩阵

F = F1, F2 ,⋯, Fr- 1 ( 4)

其中: F1 , F2, ⋯, Fr - 1分别为下述转化为块能控标准

型时每步的变换矩阵。

　　经状态变换( 3) 将系统( 1) 变换成如下块能控

标准型

x
�′( t) = A′x′( t ) + B′d( t ) + B′u( t ) ( 5)

其中: A′= FAF
- 1

; B′= FB = [ 0　B
T
1, 0]

T
, B1, 0为n1

× m 矩阵,且 rank B1, 0 = n1。

　　将变换后的系统( 5) 写成分块的形式

x
�′
r ( t) = Ar, rx

′
r ( t) + Br, r - 1x

′
r- 1 ( t)

x
�′
i( t ) = ∑

r

j = i
Aij x

′
j ( t) + Bi, i- 1x

′
i- 1 ( t)

　　　　i = 2, 3,⋯, r - 1

x�′1( t ) = ∑
r

j= 1

A1j x
′
j ( t) + B1, 0d( t) + B1, 0u( t)

( 6)

其中: x′T = [ x′T1 ⋯ x
′T
r ] , x′i ∈ R

n
i, i = 1,⋯, r ; 矩阵

Bi, i- 1 ( i = 1, ⋯, r )行满秩,即 rank Bi, i- 1= ni , i = 1,

⋯, r ,∑
r

i= 1

ni = n。

　　为将系统( 1) 转化为块能控标准型( 6) 并求取

变换矩阵 F,需按以下步骤进行 r - 1步
[ 1]

:

　　第 1步　设 rank B = n1 , n1≤m。将 B中n1个

线性无关的行组成子矩阵 B1, 0 ,则有

rank( B1, 0) = rank( B) = n1

B可写成

B =
B
~

2, 1

B1, 0

( 7)

其中: B~ 2, 1∈ R
( n- n

1
)×m

, B1, 0∈ R
n
1
×m
。

　　对系统( 1) 作如下非奇异线性变换

x
~

1 =
x
~

2

x
~

1

= F1x =

I n- n
1 - B

~
2, 1B

+
1, 0

0 In
1

x2

x1

( 8)

其中

F1 =
I n- n1 - B

~
2, 1B

+
1, 0

0 I n
1

x
~

1 = x1 , x~1∈ R
n
1 ; x~2∈ R

n- n
1 为中间过渡变量。令 x

′
1

= x1 , x
′
1∈ R

n
1,则系统( 1) 可化简为

x
～
�

2 ( t) = A
~

2, 2x
~

2( t ) + B
~

2, 1x
′
1 ( t ) ( 9)

x
�′
1( t ) = A1, 2x

~
2 ( t) + A1, 1x

′
1 ( t) +

　　　B1, 0d( t ) + B1, 0u( t ) ( 10)

其中

r ank B1, 0 = n1,　B
+
1 , 0 = [ BT

1, 0B1, 0] - 1
B

T
1, 0

A
~

2, 2 B
~

2, 1

A1, 2 A1, 1

= F1AF
- 1
1

　　第2步　设 rank( B~2, 1 ) = n2,如果n2 = n - n1 ,

则式( 9) 和( 10) 已是块能控标准型,变换结束。如果

n2 < n - n1 ,则执行第 2步。即将x
′
1( t ) 看成式( 9) 的

虚拟控制量, 仿照第 1步对式( 9) 进行变换,直到化

成块能控标准型的分量形式( 6) 为止。
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　　经过第 1步变换,式( 10) 由于符合式( 6) 的标

准而被分离出来。进行第 2步变换时, 原系统( 1) 已

降为n - n1维。因此, 状态变换阵 F2应在保证系统

( 6) 不变的基础上, 继续化式( 9) 为块能控标准型分

量表示( 6) 的形式。为了体现上述思想, 可计算出

F 2 =

In- n
1
- n

2
- B

~
3, 2B

+
2, 1 0

0 I n
2 0

0 0 I n
1

( 11)

以此类推,有

Fr - 1 =

I n
r

- B
~

r, r - 1B
+
r- 1, r - 2 ⋯ 0 0

0 I n
r
- 1 ⋯ 0 0

  �   
0 0 ⋯ In

2
0

0 0 ⋯ 0 I n
1

( 12)

2. 2　解耦的块能控标准型

　　 从块能控标准型( 6) 可以看到, 每个子系统的

状态方程存在着耦合。为了便于系统设计, 可将系统

( 6) 进一步化简成解耦的块能控标准型。为此, 再作

一次非奇异变换

x′= F′z ( 13)

转态变换阵

F′=

1 0 ⋯ 0 0

- K r - 1, r 1 ⋯ 0 0

- K r - 2, r - K r- 2, r- 1 ⋯ 0 0

  �   

- K 2, r - K 2, r- 1 ⋯ 1 0

- K 1, r - K 1, r- 1 ⋯ - K 1, 2 1

( 14)

非奇异变换( 13) 可写成分量的形式

x
′
r = z r ( 15)

x
′
i = - ∑

r

�= i+ 1

K i, �z�+ zi

i = 1, ⋯, r - 1 ( 16)

　　对块能控标准型系统( 5) 进行式( 13) 的变换,

得

z
�( t ) = A

″
z( t ) + B

″
d( t) + B

″
u( t ) ( 17)

其中: A
″
= ( F

′
)

- 1
A
′
F
′
, B
″
= ( F

′
)

- 1
B
′
= [ 0　B

T
1, 0 ]

T
。

把系统( 17) 写成分量的形式

z�i ( t) = Niz i( t ) + Bi, i- 1zi- 1 ( t) , 　i = 2, ⋯, r

z
�
1( t ) = ∑

r

�= 1
A
-

1, �z�( t) + B1, 0d( t) + B1, 0u( t)

( 18)

其中: z = [ z
T
1 ⋯ z

T
r ]

T
, z i∈R

n
i ; Ni( i = 2,⋯, r ) 为设

计的常数矩阵, 根据系统性能的要求而确定。当 Ni

确定后, F′和 A
-

1, �(�= 1,⋯, r) 便可同时确定下来。

3　二阶终端滑模分解控制

　　对于线性多变量模型不确定系统( 1) , 经过状

态变换( 3) 和( 13) , 可变换成解耦的块能控标准型

系统( 18)。本文采用二阶终端滑模控制方法对系统

( 18) 进行设计,具体步骤如下:

　　1) 设计二阶终端滑模超曲面, 保证输入输出子

系统的状态到达平衡点的时间是有限的;

　　2) 设计系统的鲁棒控制,使系统对参数摄动和

外部扰动具有鲁棒性。

　　 为了提出线性多变量模型不确定系统的二阶

终端滑模变结构控制,首先给出如下引理:

　　引理 1　对于解耦块能控系统( 18) ,若将 Ni ( i

= 2,⋯, r ) 设计成 Ni = - �i In
i
, - �2 < - �3 < ⋯

< - �r < 0,则其零动态子系统渐近稳定。即在状态

z 1到达平衡点后,系统( 18) 的其余状态 z 2 ,⋯, z r 将

渐近趋于平衡点。

　　证明　假设在 t = tr时状态 z1到达平衡点, 即

z 1 ( t) = 0, � t≥ tr。则当 t≥ tr 时,系统( 18) 的零动

态子系统为

z
�
i = Ni zi + Bi, i- 1z i- 1,　i = 2,⋯, r ( 19)

其中 z1 ( t) = 0。零动态子系统( 19) 的特征根为

- �2i ,⋯, - �ri( i = 1, ⋯, nr )。因此,零动态子系统

是渐近稳定的。□

　　针对解耦的块能控系统( 18) , 本文提出如下线

性滑模

s( t ) =  z1 +∫
t

0
z 1dt ( 20)

其中: s∈R
m; z 1∈ R

n
1;  = diag (  1,⋯,  n

1
) ,  i > 0

为常数;∫
t

0
z1dt可表示为

∫
t

0
z 1dt = [∫

t

0
z 11dt ,⋯,∫

t

0
z 1n

1
dt ]

T

　　为解决滑模系统的抖振问题, 本文采用二阶滑

模的思想[ 2] ,提出如下二阶终端滑模

l( t ) = s
�+ �sq/ p ( 21)

其中: l∈ R
m
; �= diag( �1 ,⋯, �n

1
) , �i > 0为常数; p

和 q为奇数,且 p > q > 0; s
q/ p
可表示为

s
q/ p = [ sq/ p1 ,⋯, sq/ pm ] T

　　引入线性滑模 s( t) 的目的是为了对输入输出

子系统进行滑模控制, 而引入 l ( t) 的目的是为了实

现二阶滑模控制, 消除滑模系统的抖振。因此, 将

l ( t) 设计成终端滑模形式, 使 s( t ) 到达平衡点的时
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间是有限的。从控制的可实现性角度考虑, 将 s( t) 设

计成线性滑模,当 l ( t) 到达平衡点后,保证状态变量

z 1( t ) 渐近收敛到平衡点。由于系统( 18) 是由系统

( 1) 经线性变换( 3) 和( 13)变换而来的,通过 s( t )和

l( t ) 及相关的控制策略,可使多变量系统( 1) 的状态

变量x( t ) 渐近收敛到平衡点。

　　下面讨论在二阶滑模 l( t ) = 0上 s( t ) 到达平衡

点的情况。假设 s( t ) 的初值为 s ( 0) = [ s1 ( 0) ,⋯,

sm( 0) ] T , 由 l( t ) = 0求解式( 21) ,得到 s( t ) 到达平衡

点 s( t ) = 0的时间

ts =
p

min
i= 1,⋯, n

1

�i ( p - q) max
i= 1,⋯, m

( s i ( 0)
p

p - q ) ( 22)

这样,通过设计合适的控制策略,可保证 s( t) 和 s
�( t)

吸引到二阶滑模 l( t ) = 0, 并实现滑模运动。在二阶

滑模 l( t ) = 0上, s( t ) 在有限时间 t s内到达平衡点

(式( 22) )。通过设计合适的控制策略,可实现线性滑

模运动。具体的控制策略由下述定理给出。

　　定理 1　对于线性多变量不确定系统( 1) , 采用

状态变换( 3) 和( 13) 变换成解耦块能控标准型系统

( 18) ,选取线性滑模超曲面( 20) 及二阶滑模超曲面

( 21) ,如果采取如下控制策略

u( t ) = u0( t ) + u1( t ) ( 23)

则系统( 1) 是稳定的。其中

u0( t ) = - B
+
1, 0∑

r

�= 1
A1, �z�

u1( t ) 通过下述低通滤波器得到

v( t) =  u�1( t ) + u1( t ) ( 24)

低通滤波器的输入

v( t ) = veq ( t) + vn ( t) ( 25)

其中

veq( t) = - B
+
1, 0[ ( q/ p )�s( q- p ) / p

s
�] ( 26)

vn ( t) = -
( lTB1, 0 ) T

‖l
T
B1, 0‖

2‖l‖[‖B1 , 0‖×

　　　( l d + ‖ ‖l dd ) + !] ( 27)

!> 0为设计参数。

　　证明　取 Lyapunov 函数

V ( t) =
1
2
l( t ) T

l ( t)

V ( t) 对时间的一阶导数为

V
�

( t ) = l
T
l
�

=

l
T
[ s!+ ( q/ p )�s( q- p) / p

s
�] =

- ‖l‖‖B1, 0‖( ld + ‖ ‖ld d) - !‖l‖ +

l
T
B1, 0(  d

�
+ d) ≤- !‖l‖

即

V
�

≤- !‖l‖ < 0,　‖l‖ ≠ 0

　　根据Lyapunov稳定性理论, 如果‖l‖≠0, 则

l总能在有限时间内到达 l = 0。当系统在滑模 l = 0

上时,有 s�+ �sq/ p = 0,滑模s将在有限时间t s到达零

点,即 s = 0。当 s = 0时,有 z 1 +∫
t

0
z 1dt = 0,由于 z 1

是线性滑模, 因此 z 1渐近趋于平衡点, 即系统( 18)

的输入输出子系统是渐近稳定的。由引理 1, 系统

( 18) 的零动态子系统是渐近稳定的,根据系统的稳

定性判据, 系统( 18) 也是渐近稳定的。由于系统

( 18) 是由系统( 1) 经线性变换( 3) 和( 13) 变换而来

的,因此系统( 1) 是渐近稳定的。□

4　仿真实例

　　对于下述系统进行仿真研究

x
�= Ax + Bd( t ) + Bu

其中

d( t) = [ 0. 1sin( 2t )　0. 1sin( 2t )　0. 1sin( 2t ) ] T

A =

2 1 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

B =

2 1 1

2 1 1

1 1 1

3 2 1

- 1 0 0

1 0 1

1 0 0

　　首先经状态变换( 3) 和( 13) 将上述系统化为下

述解耦的块能控标准型

z
�
3 = - N3z 3 + B3, 2z 2

z
�
2 = - N2z 2 + B2, 1z 1

z�1 = A- 1, 1z1 + A- 1, 2z2 + A-1, 3z 3 +

　　B1, 0d( t ) + B1, 0u

其中

B1, 0 =

1 1 1

1 0 1

1 0 0

, 　B2, 1 =

2 1 1

- 1 0 1

3 2 1

　　　　　B3, 2 = [ 1　0　0]

将 N2和 N 3设计为
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N2 =

- 1 0 0

0 - 1 0

0 0 - 1

,　N 3 = - 0. 6

由此得

A
-

1, 1 =

7. 2 2. 6 1. 6

- 7. 4 - 1. 2 - 8. 2

6. 2 2. 6 5. 6

A
-

1, 2 =

- 1. 16 3. 5 - 1. 5

35. 92 3 - 9

- 17. 96 - 1 3

A-1, 3 =

- 13. 52

- 13. 52

6. 76

　　选择 3个线性滑模超平面如下

s1 = 0. 8z 11 +∫
t

0
z 1 1dt

s2 = 0. 8z 12 +∫
t

0
z 1 2dt

s3 = 0. 8z 13 +∫
t

0
z 1 3dt

　　选择 3个终端滑模超平面如下

l1 = s
�
1 + s

3/ 5
1

l2 = s
�
2 + s

3/ 5
2

l3 = s
�
3 + s

3/ 5
3

根据定理 1,设计控制器

u = u0 + u1

其中

u0 = -

0 0 1

1 - 1 0

0 1 - 1

×

(

7. 2 2. 6 1. 6

- 7. 4 - 1. 2 - 8. 2

6. 2 2. 6 5. 6

z 1 +

　　　　　

- 1. 16 3. 5 - 1. 5

35. 92 3 - 9

- 17. 96 - 1 3

z 2 +

　　　　　

- 13. 52

- 13. 52

6. 76

z 3
)

根据式( 24) , u1设计为

v =

0. 8 0 0

0 0. 8 0

0 0 0. 8

u�1( t ) + u1( t )

根据式( 25) ～ ( 27) , veq 和 vn分别设计为

veq = -

0 0 1

1 - 1 0

0 1 - 1

0. 6s
( - 0. 4)
1 s

�
1

0. 6s ( - 0. 4)
2 s

�
2

0. 6s
( - 0. 4)
3 s

�
3

vn = -

(
l
T

1 1 1

1 0 1

1 0 0
)

T

l
T

1 1 1

1 0 1

1 0 0

2‖l‖×

　　
[
0. 45

1 1 1

1 0 1

1 0 0

+ 1
]

　　假设系统的初始状态为: x 3 ( 0) = 0, x 21 ( 0) =

0, x 22 ( 0) = 0, x 23( 0) = 1, x 11( 0) = 2. 36, x 12( 0)

= - 3. 16, x 13 ( 0) = 2. 16。

　　计算机仿真结果如图 1～图 4所示。图 1和图

2分别为滑模 l和 s,可见l在有限时间内到达零, s渐

近收敛到零。图3为控制u,可见高频抖振已被消除。

图 4为系统状态 x,所有系统状态均渐近收敛到零。

由仿真结果可见,系统达到了设计要求。

图 1　滑模 l1( t ) , l2( t) , l3( t) 仿真曲线

图 2　滑模 s1( t) , s2( t) , s3( t) 仿真曲线
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图 3　控制 u仿真曲线

图 4　状态 x 仿真曲线

5　结　　论

　　本文针对多变量模型不确定系统,提出一种二

阶终端滑模分解控制方法。通过状态变换和去耦合

处理,将系统转换为块能控标准型,它由输入输出子

系统和稳定的零动态子系统组成。对输入输出子系

统提出了特殊的二阶终端滑模超曲面和相应的控制

策略,使该子系统状态渐近收敛到平衡点,稳定的零

动态子系统随后也渐近收敛到平衡点。本文所提出

的方法对于控制维数较高的系统具有较大的意义,

可简化设计,实现鲁棒分解控制。同时,由于采用了

二阶滑模的思想,可有效地消除系统的高频抖振。最

后对一个 7阶多变量模型不确定系统进行仿真, 结

果表明了所提出方法的有效性。
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