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摘　要: 采用非线性方法, 它以不稳定、非平衡、无序、不确定和非一致为特征。阐述了混沌系统的实现,

介绍了参数估计的混沌方法。放弃了测量大量数据的做法,而是比较两条运动轨道的弯曲状态来实现估

计。最后给出了二阶系统和三阶系统的仿真结果。
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Abstract: Being cont rast to ex isting methods for par ameter estimat ion w it h linear to ols that emphasize

t he stabilit y, equilibrium , order , cer tainty and homogeneous, a nonlinear point o f view is pr oposed

w it h cha racter istics o f unst ability , non-equilibrium, diso rder , uncer taint y and inhomogeneous. T he

r ealization of chaos sy stems is discussed. The chao s met hod o f par ameter estimation is intr oduced. T he

simulation results for tw o-dimensional and three-dimensional system s ar e g iven r espectiv ely .
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1　引　　言

　　目前的工程观点基本上是线性观点。线性观点

强调的是稳定、平衡、有序、确定性和一致性。而生物

系统则不然, 狗的嗅感受细胞大约 35～45天就要更

换一次,这种不稳定的嗅觉系统能使狗闻到几公里

以外的气味。生物系统是非线性系统,它是以不稳

定、非平衡、无序、不确定和非一致为特征的。

　　诺贝尔奖获得者普利高津在《确定性的终结》一

书中指出:我们已经处于科学史上一个重要的转折

点,已在加利略和牛顿所开创的道路上走到了尽头。

他们为我们描绘了确定性图景, 我们却看到确定性

的腐朽和物理新定理的诞生 [ 1]。按该书所说,物理新

定理就是混沌和统计方法。

　　能否突破这一界限?能否放弃现有的工程观点,

在不稳定、非平衡、无序、不确定和非一致条件下分

析和研究参数估计? 人们对普利高津的观点还表示

怀疑,但是相信这样做一定会有所突破。文献[ 2, 3]

在这方面作了尝试。

　　 系统参数估计就是利用实验取得的样本数据

x 1, x 2 ,⋯, x N , 来估计系统中某些待定参数�。估计算
法最基本的特性体现在偏差与方差上 [ 4] , 根据这种

拟合程度来衡量估计的正确性。所采用的方法有最

小二乘法、均方根法、最大似然法等, 这些方法又派

生出不少算法。这种估计方法需要测量大量的系统
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运动数值, 而且估计精度与测量精度有直接关系,

测量精度实际上限制了估计精度。能否跳出这一框

架,寻找一种全新的方法呢?这就是本文所要讨论的

问题。

2　混沌系统的实现

　　首先讨论如何使现有的系统(包括线性系统和

非线性系统) 处于混沌态。假设有一线性或非线性

系统,加上一非线性环节(图 1虚线部分)。整个闭环

系统的动作过程如下:

图 1　混沌系统的实现

图 2　X ( t) 运动轨迹

　　1) 当开关 P2接通, P1处于空位 U 0时,系统稳

定后X ( t ) = U 0 ;

　　2) 当周期为 h的脉冲串 �到来时, 开关 P1与

U h( > 0) 接通, P2断开,这相当于 D ( t) 产生一个正

阶跃,使 X ( t) 开始上升(图 2 E-F 线段) ;

　　3) 当下一脉冲到来时,开关 P1由 U h转向 U 1,

此时相当于在上述初始条件下加上一个负阶跃, 使

X ( t ) 由 F 点下降到A 点;

　　4) 当 X ( t) 尚未降到 U 0时(图 2 B点) ,虽有一

新脉冲到来, 但开关 P1仍保持与电平 U 1接通;

　　5) 当X ( t) = U 0时(图2 A点) , E( t )由负变正,

N ( t ) 由 - 1 变为 + 1, 开关 P1转向 U h ( > 0) , 使

D ( t ) 产生一个正阶跃, X ( t) 开始上升(图2 A -X ( 1)

线段) ;

　　6) 当下一个脉冲�到来时(图2 X ( 1) 点) , 开关

P1再次与U 1 ( < 0) 接通,下一个(下降-上升) 循环

重新开始。

　　如此反复,使系统 X ( t ) 按图 2所示轨迹运动。

　　对于控制系统而言, 当初始条件一定, 系统参

数一定,输入为一固定的阶跃信号时,系统的运动轨

迹也就一定, 这也是目前系统辨识方法中常用的必

要条件。如果同一条轨道在相同条件下有多个参数

组与之对应,那么系统辨识方法就会失灵。

　　 现在讨论图 2。当初值一定, 参数一定时, 根据

上述讨论, 轨道 E-F 也就一定。只要脉冲周期 h <

t p ( tp 为控制理论中的峰值时间,即X ( t) 第1次达到

最高峰的时间) , 就能保证 E-F 轨道的单调性。这样

逐段讨论,可以肯定它们是唯一确定的。也就是说当

系统参数和初值一定时, 整个轨道都是确定的。

　　那么, 这条轨道是否为混沌轨道呢?在本文的

实验条件下,轨道的峰值是有限值,它不会趋向无穷

大,只要控制脉冲�的周期 h(见图 2) 以及正负阶跃

信号 D ( t ) 的幅度大小(见图 1) , 就能使系统轨道最

大峰值保持在系统允许值以内。从零出发(图 2 E

点) 的轨道到达下一次脉冲到来的点(图 2 F 点) 应

是轨道的最高点,由 F 点下降到 A 点的时间应大于

h,小于 2h。通过对轨道峰值点映射关系的分析, 结

合 Lyapunov 指数的计算, 可以判定系统的混沌状

态。

图 3　轨道点的迭代关系

　　轨道点的迭代关系可用图 3来表示。在轨道的

上升和下降都是线性的情况下,很容易证明, 当图 3

中的两条映射曲线都是直线且斜率在 - 2～- 1. 5

范围内时,该映射是混沌的 [ 5]。对于非线性映射, 只

要映射曲线没有太大的变化, 这一混沌映射关系仍

然存在,只是轨道的分布没有前者均匀。当然, 严格

的判定还需计算其 Lyapunov 指数, 只有当最大

Lyapunov 指数 L E 1大于零时, 该系统才是混沌态。

对于不能准确给出方程的系统, 可结合时间序列分

析方法进行求解。计算方法如下: 首先给定一初值

x 0 及其邻近点 x
′
0 , 对它们进行 n次迭代( n 取 5 ～

10) , 得到各自轨道上的另一点 x 1和 x
′
1 ,并计算轨道

的分离速度

 =
1
n

ln
x
′
1 - x 1

x
′
0 - x 0

( 1)
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然后以 x 1 为初值, 找一邻点进行同样的计算。经过

多 次计算后取其平均值, 就是该系统的最大

Lyapunov 指数 L E1。根据 L E1 是否大于零, 便可判

断该系统是否为混沌态。

3　参数估计方法

　　把所有可能变化的参数组集合构成一参数空

间 T , T 中每一元 ti ∈T 代表一组参数。当初始条件

一定时, 确定的 ti 可得到确定的序列 x ( 0) , x ( 1) ,

⋯, x ( n) ,⋯,称为轨道。所有不同的 ti 会产生许多轨

道。把所有的轨道构成一个空间, 称为轨道空间 O。

O中每一元 Oi 代表一条轨道 x ( 0) , x ( 1) ,⋯, x ( n) ,

⋯。O与 T 是一一对应的。

　　参见图2,按照从轨道点 x ( n) 到 x ( n + 1) 所经

过的脉冲周期数来分析 x ( n) , 可有两种情况: 经历

一个周期的 x ( n) 赋予 0,经过两个周期的 x ( n) 赋予

1。在所有轨道空间中, 每一条轨道 Oi 都有一符号序

列{ S j } = S 0, S 1, ⋯, Sn 与之对应。把所有的{ S j } 构

成一符号空间 S, {S j } ∈ S是 S 空间中一个元, 它代

表一串符号序列。S, O , T 三者是一一对应的。值得

注意的是, 根据 N ( t ) , �和开关 P1的状态便可确定

x ( n) 所处的区域, 也就得出{ S j } , 而不需要再测量

轨道点的具体数值。这样得到的符号序列, 与先测出

轨道点 x ( n) , 再利用映射图 3确定的符号序列是相

同的
[ 5]
。这样,便在参数和轨道之间建立起一一对应

关系[ 6]。

　　假定由真实系统实验得出一轨道 x ( 0) , x ( 1) ,

⋯, x ( n) ,⋯, 对应的符号序列为{S j } ,这里先不考虑

干扰和测量误差。然后任选一组参数向量 ti, 可得出

另一轨道 x
′
( 0) , x

′
( 1) , ⋯, x

′
( n) ,⋯, 符号序列为

{S′j }。注意, 这里的初值是相同的, 例如都为零初始

条件。现在逐个比较两序列的符号,当S 0≠S
′
0时,表

明 S0与S
′
0不在同一参数区域内,即选择的参数 ti与

实际参数不符;当 S 0 = S
′
0 时, 表明设定参数较前面

更接近真实值。在有限参数空间 H 0中, S 0和S
′
0可分

为两部分, 一部分是 S 0 = S
′
0, 另一部分是 S0≠ S

′
0。

本文取前者, 并令其为 H 1。当第 1位符号相同后,再

来检查第2位符号。如果第 2位符号S 1≠S
′
1 ,表明经

过一次映射后, x ( 1) 与 x
′( 1) 落在不同的区域内。于

是调整参数 t i,但调整范围比较小。这样不断把符号

拉长,可得到

H i � ⋯ � H 2 � H 1 � H 0 ( 2)

只要序列足够长, H i 便可任意小。可认为它最终趋

于一点,这就是所要求的估计参数。

　　实际上, 并没有必要将所有子区间 H i 都求出

来,只需找到最后的那个很小的区域即可。如何搜索

目标,可借用现有的优化搜索方法,以相同符号的个

数为目标值来进行。最简单的方法是固定其他参数,

只改变一个参数,然后逐个改变其他参数。假如有一

组参数 ti = ( ti0 t i1 ti2 ) 使得S 0 = S
′
0,则表明这组参

数 t i已进入H 1区。要使 ti 进入H 2区,可以固定 ti 中

的( ti0 ti1 ) ,只取一个参数 t i2进行变化(取其他参数

也一样)。当 ti2 = t
1
i2 时, 达到 S 1 = S

′
1, 则说明

( ti0 t i1 t
1
i2 ) 已进入H 2区;否则,可改变 ti0或 ti1的值,

再进行上述过程,直到找出一组参数使 S 1 = S
′
1。这

样逐个符号搜索,搜索范围会越来越小。

　　 最后将所求符号序列与真实系统符号序列相

同部分最长的作为优化目标。计算中发现,这是一个

多极值点的优化问题, 只有当参数位于最优点附近

时才会收敛到最终目标。

4　实例仿真

　　首先以带有迟后环节的一阶非线性系统( 2) 为

例
[ 7]
进行计算仿真。设 !, ∀, #, ∃4个参数中的!和∀

为需要估计的参数, 而 #和 ∃为固定的已知参数, 则

有

X
′( t) + !X 2 ( t) + ∀X ( t) + #=

K E( t - ∃) ( 3)

取h = 1. 5 s,延迟时间 ∃= 0. 02 s, #= 0. 5。确定一

组参数!= 0. 110 0, ∀= 0. 504 0, ∃很小可以忽略不
计。把这组参数代入系统, 按双精度进行运算, 得出

符号序列

{ai } = 00000 11100 11111 11111 10111 111

然后估计!和∀,搜索!s和∀s的过程就是求参数的过
程。当符号序列长度取 30位时, H 30的范围为(!, ∀)

= ( 0. 109 998 2 ～ 0. 110 001 5, 0. 503 999 4 ～

0. 504 000 9) , 这就是系统的估计值。!的估计精度
为±0. 000 000 15, ∀的估计精度为±0. 000 000 9。

　　关于高阶系统,本文对二阶和三阶非线性系统

进行研究,方程具有如下形式

X
⋯

+ a2X
¨

+ a1X
�

+ f ( X ) =

c2E
¨

+ c 1E
�

+ c 0E ( 4)

f ( X ) = b1X + b2X
2 + b3X

3 ( 5)

控制参量如下: h 为脉冲周期(为保证轨道的单值

性, h必须小于 tp ,一般取( 1/ 3～2/ 3) tp ) , U h和U 1分

别为正负阶跃信号幅值。这 3 个参量确定的原则首

先应保证系统处于混沌状态。

　　( 1) 二阶系统

　　系统参数分别为: a1 = 0. 4, a2 = 1, b1 = 0. 3, b2

第 4 期 童勤业等:系统参数估计的混沌方法 429



= - 0. 4, b3 = 0. 1, c0 = 1, c 1 = 1, c2 = 0; 控制参数

为: h = 0. 4, U h = 3, U 1 = - 1. 3。这时算得最大

Lyapunov 指数  1 = 0. 421 > 0, 说明系统处于混沌

状态。在零初始条件下,求得一串序列

{S j } =

{ 11000 01011 01001 11011 00101 00111 01001}

这是真实系统的序列。现以 a1和 b1两个量作为被估

计量进行估计。任给一组参数 a
′
1和 b

′
1 , 可得一序列

{S′j } ,比较{S j } 与{S′j } , 如果二者相同,则a1 = a
′
1, b1

= b
′
1。两序列相同部分越长, 参数 a

′
1和 b

′
1越接近 a1

和 b1。

　　在参数平面上 a1 = 0. 4, b1 = 0. 3,周围边长为

0. 1的区域内, 参数变化时,符号序列{S j } 与{S′j } 相

同部分长度的分布如图 4所示。其中:水平面上两个

坐标是两个被估计量 a1和 b1; 垂直坐标是当被估计

参数变化时, 模拟系统所得序列与原系统所得序列

之间相同符号的个数。从图中看出, 它有多个峰值,

说明图中 H 0, H 1 , H 2不一定是单连通的。这与非线

性函数有关, 但是最高峰只有一个。

图 4　二阶系统仿真曲线

　　( 2) 三阶系统

　　 系统参数分别为: a1 = 0. 4, a2 = 0. 51, b1 =

0. 4, b2 = - 0. 0, b3 = 0. 802, c 0 = 1, c1 = 1, c2 = 1,

被估计参数为 a1和 b3; 控制参数为: h = 0. 7, U h =

1. 8, U 1 = - 0. 6。最大Lyapunov指数 1 = 0. 438 >

0, 求得序列

{S j } =

{ 10111 00101 10001 10110 00111 10001 01100}

实际上,任意选择两个参数作为待估计参数,都有类

似的结果。

　　上述条件下的系统仿真曲线如图 5所示。从图

中看出,极值点所在区域分布在一条线上, 而且固定

其中一个参数,只让一个参数变化,则最优点两边分

图 5　三阶系统仿真曲线

布是单调的。因此对单个参数进行估计,不会出现多

极值问题。计算过程中先固定一个参数,对另一个参

数按0. 618法计算其最佳点, 在该点附近用单纯形

法搜索峰值点。然后找到另外一个或几个峰值点, 从

这几个峰值点得到峰值连线, 并在这条峰值线上以

很小的间隔取点,在每个点附近用单纯形法找峰点,

最高峰点所对应的参数就是所求的参数。

　　以上只是对二阶系统和三阶系统进行讨论。其

实, 二阶以上系统对于阶跃信号响应与图 2是相类

似的,因此本文方法对高阶系统也同样可行。这里只

讨论两个参数的参数估计, 因为它在平面上容易讨

论。对于 n个参数的高阶系统,可在 n维空间中进行

子空间分割搜索,方法与二维平面搜索相同。

5　抗干扰性分析及该方法的局限性

　　 参数估计方法的估计精度主要表现在试验的

精度上。该方法只取符号序列, 从图 2可以看出, 当

x i由于受干扰而发生变化时, 只要不跨越临界点, 它

的符号就不会改变, 但它会影响后面的波形, 并引起

后面的符号变化。当下一周期也受干扰时,同样会使

轨道偏离。这两种干扰有可能相互抵消,从而使轨道

回到原来的轨道上。如果第 2 周期没有达到相互抵

消的目的,则还有第 3,第 4,⋯, 第 i周期,这些噪声

虽然不能完全抵消, 但可能相互减弱。因此从总体上

讲,该方法可以削弱噪声。

　　本文参数估计方法的应用还有一定的局限性。

虽然方程( 4) 最高阶导数n可以是任意的,非线性函

数也可以是任意的,但方程右边激励的最高阶导数

m必须满足n - m≤1。由非线性相平面的有关文献

可知[ 9～11] ,只有这样才能使图 2中 F 点处轨道对时

间的导数产生间断,使轨道能在F 点处向下转折。如

果 n - m > 1,则轨道对时间的一阶导数是连续的,

轨道过F 点是否向下运动,取决于F 点以前的轨道。

关于 n - m > 1的问题还有待于进一步研究, 将另
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文讨论。

6　结　　语

　　本文采用非线性的混沌方法,其特点是不稳定、

非平衡、无序、不确定和非一致, 这与线性观点截然

相反。现有方法是靠一小段动态过程的轨道值进行

辨识,具有很大的局限性,而本文方法是使系统失稳

后成为混沌态。本文利用长轨道的曲折形状进行辨

识,通过分析两符号序列的异同来表示两轨道弯曲

状况。这就避免了大量的测量,并可使每一周期间的

干扰产生相互抵消作用,从而大大提高了估计精度。

不考虑系统实验误差, 只要有足够长的符号序列,便

可达到任意所需的估计精度。
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