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摘　要: 研究对象是报纸的商业广告排版问题。将部分或全部待排商业广告指派到广告区域中,目标是

广告之间不相互叠压地填满整个广告区域。首先根据问题的特点建立数学模型;然后运用两级分支定界

算法对模型进行求解。仿真实验结果表明,该算法能快速地找到解,适合于实际应用。
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Study on the layout problem of business advertisem en ts

W A N G Cheng 2y ao, ZH A O D ong 2y an , X IA O J ian2g uo

( Inst itu te of Computer Science & T echno logy, Pek ing U niversity, Beijing 100871, Ch ina)

Abstract: T he layou t p rob lem of business advert isem ents on new spapers is studied. T he p rob lem is

characterized by that neither spare space no r overlap is allow ed in a rectangle space fo r business adver2
t isem ents in a new spaper. A model is estab lished and so lved by the tw o levels b ranch and band algo2
rithm. A sim ulation resu lt show s that the tw o levels b ranch and band algo rithm p rovides better perfo r2
m ance and is app licab le in p ractice.
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1　引　　言
　　报纸利润的重要来源是广告收入。报纸广告主

要分为两大类:商业广告和分类广告。本文研究的是

商业广告的排版问题,报纸通过画版软件,画定一个

一定面积的长方形广告区域,从一个已知的、待排的

商业广告集合中,抽取全部或部分商业广告进行排

版。要求广告之间不能相互叠压,目标是将指定的广

告区域填满。

商业广告具有如下特点: 商业广告都是规则的

长方形,其长度、宽度和面积都可用整数记录,而且

类别一般是有限的; 不同的报纸可定义自己的商业

广告大小、形状和价格,一次定义会持续使用一段时

间,一般不会时时改变。商业广告是文字或图片的载

体,具有一定的方向性,不允许旋转排版。

问题可归纳为,存在一个已知有方向性的长方

形区域和一个由待指派的、有方向性的长方形集合,

将集合中的长方形指派到该已知的区域中,应满足

如下约束: 1)指派的长方形与区域的方向性一致; 2)

指派的长方形之间不能叠压; 3)指派的长方形不允

许超出区域范围。目标是从待指派的长方形集合中,

寻找部分或全部长方形将整个区域填满。问题属于

正交布局,是一类N P 问题。关于布局问题的描述和

求解可参阅文献[ 1～ 5 ]。

本文针对上述问题建立了数学模型,阐述了两

级分支定界算法的具体步骤,并给出了针对实际问

题的仿真计算结果。

2　相关研究
　　为了更加清晰地描述问题,首先建立问题的数
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学模型。本文所提到的长方形都是对版面或广告形

状的描述,都具有方向性。

定义 1　长方形的长表示一个广告或版面的纵

向长度,宽表示一个广告或版面的横向长度。

通过这样的定义, 便在商业广告的长和宽与版

面的长和宽之间建立了一种对应关系,在指派时,只

要保证满足这种对应关系, 便保证了排版的方向性

约束。

定义 2　左下点含义为需要排版的广告在广告

区域中的左下点。

根据广告和区域的方向性, 如果一个广告在区

域中的左下点确定后, 广告所对应的版面位置也就

确定了。

该问题的数学描述为: 存在一个指定的长方形

区域 E , 该区域的长、宽和面积分别记为 E a, E b 和

E s。存在集合M , 由一系列集合M i ( i = 1, 2,⋯,m )

构成,M i 中的元素具有相同的长、宽和面积,分别记

为M ia ,M ib和M is,集合M i中的元素个数记为M i (s)。

目标是寻找方案 Ξ, 包含 n n ≤∑
m

i= 1
M i (s) 个M 中

的元素, 并且在长方形区域 E 中, 存在 n 个左下点

(x j , y j ) , j = 1, 2,⋯, n ,满足如下约束

F ind Ξ(n ,M )

s. t.

∑
m

i= 1
∑

n

j= 1
∑
M i

(s)

k= 1
ΞijkM is = E s (1)

x j + ∑
m

i= 1
∑
M i

(s)

k= 1
ΞijkM ia ≤ E a ,　j = 1, 2,⋯, n (2)

y j + ∑
m

i= 1
∑
M i

(s)

k= 1
ΞijkM ib≤ E b,　j = 1, 2,⋯, n (3)

x j + ∑
m

i= 1
∑
M i

(s)

k= 1
ΞijkM ia - x l x l +

∑
m

i= 1
∑
M i

(s)

k= 1

ΞilkM ia - x j ≥ 0 (4)

y j + ∑
m

i= 1
∑
M i

(s)

k= 1
Ξij kM ib - y l y l +

∑
m

i= 1
∑
M i

(s)

k= 1
ΞilkM ib - y j ≥ 0 (5)

∑
m

i= 1
∑

n

j= 1
Ξij k = 1,　j = 1, 2,⋯,M i (s) (6)

∑
m

i= 1
∑
M i

(s)

k= 1
Ξij k ≤ 1,　j = 1, 2,⋯, n (7)

　　　∑
M i

(s)

k= 1
∑

n

j= 1

Ξij k ≤M i (s) ,　i = 1, 2,⋯,m (8)

　　　Ξijk =

1,　点 j 为集合M i 中

　　元素 k 的左下点

0,　其　　他

(9)

　　　x j ≤ 0,　y j ≤ 0,　j = 1, 2,⋯, n (10)

其中: 约束 (1) 是面积约束,选择的长方形面积一定

等于区域面积,对应于广告区域一定排满约束;约束

(2) , (3) 和 (10) 是关于任意左下点的约束, 必须在

区域中, 并且链入的长方形也必须在区域中; 约束

(4) 和 (5) 是关于任意两个左下点且链入长方形不

叠压的约束; 约束 (6) 说明任意一个左下点只能链

入一个长方形; 约束 (7) 是任意一个长方形最多只

能链入一次; 约束 (8) 是集合M i 的数量约束; 约束

(9) 为 0～ 1变量。

根据上述描述,可将问题的求解分为两步:

Step 1: 在集合中寻找满足面积相等约束的长

方形组合的解;

Step 2: 寻找组合解中是否存在满足点约束的

解。

下面根据这个思路设计两级分支定界算法。

3　两级分支定界算法
　　分支定界算法是一种隐枚举算法。分支定界算

法的关键问题是如何建立搜索树, 以及如何根据问

题建立好的截支条件。本文建立了自然码的搜索树,

根据问题的特性建立了两级分支定界算法。首先根

据问题的面积约束, 建立关于所有合适面积的可能

组合;然后对每一个组合,遍历其所有的排列。

3. 1　面积约束的所有组合算法

商业广告排版问题如果存在最优解, 该解一定

满足约束 (1)。设计分支定界算法, 遍历所有满足约

束条件 (1) 的待选广告组合。由于问题的目标是填

满整个广告区域,对于相同类型的广告是无差别的,

在遍历所有可能组合时, 对于相同类型的广告只有

数量的区分,而不区分个体广告的不同。面积组合算

法如下:

1) 将符合条件 E a ≥M ia & E b≥M ib ( i = 1, 2,

⋯, m ) 待排广告集合M i,按面积M is由大到小排列,

相同面积按宽度M ib 由大到小排列。不失一般性,假

设得到的顺序是M i, i = 1, 2,⋯, k , k ≤m。

2) 初始化变量当前区域面积 S q, 0 = E s,记录各

层剩余待排广告的面积和为

　S d , j = ∑
k- j

i= 1

M i (s)M is,　j = 0, 1,⋯, k - 1 (11)

560 控　　制　　与　　决　　策 第 18 卷



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

　　3) 对于每层 i, 计算其最大可取元素个数

S q, i- 1öM is,取整记为N i, S q, i = S q, i- 1 - N iM is。如果

S q, i = 0, 则输出一个组合解, 截支回溯本层。如果

S q, i > 0, i < k , S q, i≤ S d , i,则继续下层搜索,否则截

支回溯上一层;如果是回溯该层,则N i = N i - 1;如

果N i = - 1或S q, i = S q, i- 1 - N iM is > S d , i,则截支

回溯上一层,否则继续下层搜索。

4) 终止条件:当回溯 i = 0时遍历完成。

3. 2　组合解的排列分支定界算法

对一个符合面积相等条件的组合解 Ξ, 该组合

解的元素个数记为Ξ(s) ,在集合M i的元素选取个数

记为 Ξi (s) , Ξ(s) = ∑
m

i= 1
Ξi (s)。对组合解中的元素与

一个自然数集合 L = {1, 2,⋯, Ξ(s) } 建立一一映

射。对于自然数集合的一个排列, 在广告区域中, 按

左下角方式进行解码将对应唯一解。如果这个解的

元素存在相互之间的叠压或超出广告区域, 则认为

是一个非可行解;如果正好填满广告区域,则是一个

可行解 (最优解) , 即所要寻求的方案。例如: 存在一

个广告区域E ,有4个待排广告a , b, c和d ,对应的自

然码为 1, 2, 3和 4。如得到一个排列为 4, 3, 2和 1,对

应的解如图 1所示。

图 1　排列 4, 3, 2, 1对应的解

显然, 对于一个组合解, 如果存在可行解, 则其

任意一个可行解通过左下角的方式进行编码, 都将

对应于自然数集合的一个排列。所以通过遍历对应

的自然数集合的所有排列, 可以搜索一个组合解中

是否存在可行解。

遍历一个组合解的计算规模。由于组合解中存

在相同元素, 在认为 0! = 1 的前提下, 所有不同排

列的个数

N =
Ξ(s) !

∏
m

i= 1

(Ξi (s) ! )
(12)

　　排列问题分支定界算法也采用深度优先的方

式搜索,截支条件是链入下一个节点为非可行解时,

截支回溯。同时为避免相同类型节点在同一个层次

的重复搜索,应检查各个非可行解记录。在同一个层

次链入新节点时,检查节点类型是否已在记录集中,

若在,则不链入该节点,搜索其他节点。

由于是遍历算法,当遍历问题规模增大时,搜索

时间呈指数增长,为此设定了时间终止条件。终止条

件:完成所有搜索, 或找到一个排满的可行解, 或搜

索时间大于某个预定时间。

3. 3　两级分支定界算法的总体架构

为提高算法整体效率, 在排列分支定界算法之

前,添加一个等长或等宽的优先指派规则。根据长方

形的特性,如果在一个可行解中,存在与待排区域相

同长或宽的长方形, 则一定可平移到待排区域的一

侧,如图 1中的广告 d 可平移到区域的右端。

等长宽优先指派规则: 对一个组合解进行等长

和宽的检查 (宽度优先) ,如果存在等长宽的广告,则

排版于区域的左下侧,修改待排区域的长或宽;如果

出现待排区域的长或宽小于待排广告的长或宽, 则

该组合解为非可行解;否则,直到没有与待排区域相

等长或宽的广告为止。对剩余的广告和待排区域,运

用排列分支定界算法。

使用该规则, 在部分情况下可以减少排列分支

定界算法遍历的节点个数, 甚至不用调用排列分支

定界算法就可以判断组合解是否存在可行解, 从而

提高了算法的整体性能。

两级分支定界算法构架如下:

Step 1: 初始化,读入符合条件的待排广告;

Step 2: 调用组合解分支定界算法, 判断时间,

如果时间大于 20 m in,则终止,输出超时; 如果找到

一个组合解,则进入 Step 3,否则终止,输出无解;

Step 3: 调用优先规则,如果找到等长或宽的广

告,则优先指派;否则转 Step 5;

Step 4: 检查优先指派的可行性, 如果可行, 则

修改待排区域的长或宽, 从组合解中删除已经指派

的广告,转 Step 3;如果不可行,则转 Step 2;

Step 5: 如果组合解的个数为零, 则终止, 输出

指派方案;否则继续;

Step 6: 调用排列分支定界算法,对排列分支定

界算法设定时间终止条件 3 m in,记录排列超时, 如

果有解,则终止,输出指派方案;否则转 Step 2。

4　仿真实验
　　为测试算法的性能,本文根据某报纸的版面计

算方式 (跨全版记为: 版面长度为 12,宽度为 17) 及

其商业广告的类型 (见表 1) 进行仿真测试。

　　仿真问题产生方法如下:
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表 1　某报纸的商业广告类型

名称 宽度 长度 名称 宽度 长度

23 16 2 4 83 48 8 12

33 8 3 2 83 24 8 6

13 8 1 2 83 16 8 4

83 4 8 1 43 12 4 3

43 4 4 1 23 8 2 2

83 12 8 3 23 4 2 1

43 16 4 4 83 8 8 2

43 8 4 2 43 24 4 1

43 48 1 12 173 16 17 4

23 48 2 12 173 24 17 6

33 48 3 12 173 48 17 12

　　测试 6种类型版面: 1ö4版 (版面长度为 6,宽度

为 4) , 1ö2横版 (版面长度为 6,宽度为 8) , 1ö2竖版

(版面长度为 12,宽度为 4) ,全版 (版面长度为 12,宽

度为 8) ,跨半版 (版面长度为 6,宽度为 17) ,跨全版

(版面长度为 12,宽度为 17)。

对每个类型的版面随机产生一定数量、符合条

件的待排广告。符合条件是指生成的广告一定可以

排在对应的版面内, 即广告的长度和宽度都小于等

于版面的长度和宽度; 一定数量是指当随机产生的

待排广告面积之和大于等于版面面积乘以负荷系数

时,终止随机生成广告。选择的随机负荷系数 Ρ =

(1. 2, 1. 5, 2) ,共 3 种状态, 每种状态相对于每个类

型的版面都生成 100 个测试问题。仿真结果如表 2

所示。

　　平均广告数量是 100个问题生成的待排广告数

量的平均值;最大广告数量是指在 100个问题中,问

题含有最大待排广告数量; 平均组合解数量是 100

个测试问题的所有组合解的平均数; 最大组合解的

个数是指 100个问题中,问题含有的最大组合解数;

最大排列数是指所有组合解,含有最大待排广告数。

以上这些指标可以衡量问题的规模。

找到解次数记录找到排满广告方案次数; 算法

超时次数记录时间中断超过 20 m in 的问题次数。显

然时间中断的问题表明没有找到排满解, 出现算法

超时说明没有遍历所有的组合解。

排列超时次数记录没有找到解, 在搜索中至少

出现过一次排列算法中断, 而且不是算法超时的问

题次数。出现排列超时说明遍历了所有组合解,但对

于部分组合解没有完全遍历排列。

最优解次数是指通过完全搜索或找到解的问题

次数,等于 100减去算法超时次数和排列超时次数。

由仿真结果可以看出,算法具有很好的特性,只

在个别情况下出现时间超时,基本适合实际应用。

表 2　仿真结果

画版
版名

负荷
系数
平均广
告数量
最大广
告数量
平均组
合解数
最大组
合解数

最 大
排列数

找 到
解次数
算法超
时次数
排列超
时次数

最 优
次 数

1ö4版 1. 2 4. 02 8 1. 55 7 7 74 0 0 100

1. 5 4. 79 9 2. 43 15 7 88 0 0 100

2 6. 1 13 5. 04 54 8 98 0 0 100

1ö2横版 1. 2 4. 89 10 1. 75 12 9 63 0 0 100

1. 5 5. 91 11 3. 75 47 9 81 0 0 100

2 7. 68 13 9. 45 118 10 93 0 0 100

1ö2竖版 1. 2 4. 91 12 1. 9 47 10 63 0 0 100

1. 5 5. 67 12 2. 35 47 10 82 0 0 100

2 7. 15 13 4. 53 48 10 73 0 0 100

全版 1. 2 5. 93 11 2. 74 19 10 62 0 0 100

1. 5 7. 26 14 7. 13 79 11 76 0 0 100

2 9. 37 17 35. 71 834 13 71 0 0 100

跨半版 1. 2 6. 56 16 2. 39 33 12 31 0 0 100

1. 5 8. 27 16 12. 57 429 13 43 1 0 99

2 10. 38 20 56. 65 1 805 14 56 0 0 100

跨全版 1. 2 8. 21 16 9. 33 195 13 40 0 0 100

1. 5 9. 96 18 40. 8 505 16 53 1 1 98

2 13. 08 25 375. 7 9 698 17 74 0 0 100

(下转第 567页)
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软件包中的广义特征值凸优化方法, 可得系统 (24)

对任何满足 0≤ Σ≤ 0. 361 5的 Σ仍是可镇定的。而
文献[ 5 ]只对满足0≤Σ≤0. 247 2的Σ,系统 (24) 是

仍可镇定的; 文献[ 7 ] 中的结果为系统 (24) 仅对满

足 0≤ Σ≤ 0. 033 8的 Σ是仍可镇定的。
因而, 对此例而言, 本文所得结果与文献 [ 5, 7 ]

的结果相比,具有较小的保守性。取控制 (23) ,其中:

q1 = 2, q2 = 2, Β = 6, K = [ 0. 343 4　4. 448 0 ],得

到的仿真结果如图 1所示。

5　结　　语
　　本文利用两种不同的方法,研究了同时含有状

态和输入时滞的变结构控制问题,给出了存在滑动

流形或滑动面的充分条件, 该条件以LM I形式表

示。基于LM I的解和不等式方法,得到了控制律设

计方法。与以往文献中已有的结果相比,本文方法简

单易行,且有较小的保守性。
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5　结　　论
　　本文研究了商业广告排版问题,建立了描述该

问题的数学模型,设计了两级分支定界算法来寻求

问题的最优解。仿真测试结果表明,该算法是可行

的,基本能满足实际应用的要求。由于采用的是寻求

最优解的分支定界算法,当版面增大以及广告的数

量和类型增大时,将出现无法在有效计算时间得到

最优解的问题,仍需要采用时间终止条件,保证算法

的可行性。进一步研究可考虑运用智能化算法与分

支定界算法相结合的搜索策略。
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