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同时含有状态和输入时滞系统的滑模控制

夏元清, 韩京清
(中国科学院 数学与系统科学研究院, 北京 100080)

摘　要: 研究同时含状态和输入时滞的系统变结构控制问题。基于LM I,给出了存在滑动模态的时滞相

关的充分条件。利用LM I的解, 得到了两种不同的滑动模态和控制器的设计方法。所提出的方法简单

易行,具有较小的保守性,可进一步推广到多时滞和不确定时滞系统。
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Abstract: Tw o design m ethods are p ropo sed fo r the sliding mode con tro l of linear system s w ith inpu t

and sta te delays. D elay2dependen t and delay2independen t sufficien t condit ions are given respectively fo r

the ex istence of sliding m anifo lds in term s of LM Is, based on w h ich the co rresponding reach ing mo tion

con tro llers are also developed. A n examp le illustra tes the design m ethods.
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1　引　　言
　　时滞存在于许多工程系统,常常是系统不稳定

和产生不良性能的原因。因此,时滞系统的研究一直

得到众多学者的关注。在控制理论中,有许多研究不

确定时滞系统镇定问题的方法: 状态反馈或输出反

馈控制, R iccat i方程方法, LM I方法, L ypunov 最

大最小化方法。然而, 这些方法对控制系统的不确

定性较为敏感。

变结构控制具有一些独特性质,在实际中得到

了广泛的应用[1 ]。文献 [ 2, 3 ]考虑了含时滞的系统

变结构问题。文献[ 4, 5 ]提出利用L yapunov方程的

方法,设计同时含状态和输入时滞系统的滑模控制,

该方法需要调节和分解一正定阵。由于调节此类矩

阵没有一定的规律可循,使得该方法的应用较为困

难,尤其是该方法需要知到使系统仍可镇定的时滞

的最大可能界。

本文针对同时含状态和时滞系统的滑模控制进

行研究。分别利用基于滑动模态补偿器和状态变换

方法,对所得系统利用滑模进行控制,给出了存在滑

动面的时滞无关和时滞相关的充分条件,且该条件

以LM I形式表示。利用LM I软件包,能很方便地给

出可行解。基于LM I,利用求广义特征值的优化方

法,可得到使系统仍可镇定的最大时滞。同时利用不

等式方法,得到了控制器的设计方法。本文方法可进

一步推广到多时滞和不确定时滞系统。
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2　 问题描述
　　考虑如下时滞系统

xα= A x ( t) + A d x ( t - Σ) +

　　B 1u ( t) + B 2u ( t - Σ)

x ( t) = Υ( t) ,　t∈ [ - Σ, 0 ]

u ( t) = Ω( t) ,　t∈ [ - Σ, 0 ]

(1)

其中: x ( t) ∈R m 为状态; u ( t) ∈R m 为控制输入; A ,

A d 和B 为适维矩阵且 rank (B ) = m。

假设 1　rank (B 1 + B 2) = m。

本文的目的是解决下列问题:

1) 如何设计同时含状态和输入时滞系统 (1) 的

滑动流形;

2) 系统 (1) 可允许的最大时滞是多少。

3　主要结果
　　取切换流形

S ( t) = Cx ( t) +∫
t

t- Σ
CA d x (Ν) dΝ+

∫
t

t- Σ
CB 2u (Ν) dΝ+ 0 (2)

其中: C∈R l×n为常数矩阵且满足条件: C (B 1 + B 2)

是可逆的, 根据假设 1, 满足这样条件的 C 是存在

的; 0 为滑模补偿器且具有以下形式

0
õ

= - C [ (A + A d ) - (B 1 + B 2) K ]x ( t) (3)

K ∈R m×n 为待定常数矩阵。

选定了滑动流形,下一步是选择控制律,使到达

条件得到满足,即 S TS
õ

< 0,该条件确保系统的轨线

在有限时间内到达滑动流形, 然后一直在上面渐近

趋向平衡点。考虑如下形式的控制器

u ( t) = u eq + uN

其中: u eq为系统 (1) 的等效控制, uN 为趋近律。等效

控制可通过 u eq使系统 (1) 的滑动流形的导数 S
õ

= 0

获得。S 对时间 t进行微分可得

S
õ

= C (A + A d ) x ( t) + C (B 1 + B 2) u ( t) + 0
õ

注意到式 (3) ,有

S
õ

= C (B 1 + B 2) K x ( t) + C (B 1 + B 2) u ( t)

于是,等效控制为

u eq = - K x ( t)

这里所取的趋近律 uN 满足

S
õ

= - gS - Ε sign (S )

其中: g 和Ε为常数, sign (S (z ) ) = [ sign (s1 (z ) ) ,⋯,

sign (sl (z ) ) ]T ,于是可得

uN = - [C (B 1 + B 2) ]- 1 [gS + Ε sign (S ) ]

因而,可得控制律为

　　u ( t) = - K x ( t) - [C (B 1 +

　　　　　B 2) ]- 1 [gS + Ε sign (S ) ] (4)

系统的轨线到达滑动流形后, 在滑动流形上的滑动

模态为

xα= (A - B 1K ) x ( t) +

(A d - B 2K ) x ( t - Σ) (5)

令Aϖ = A - B 1K ,Aϖd = A d - B 2K ,则式 (5) 可表示

为

xα= Aϖx ( t) + Aϖdx ( t - Σ) (6)

由上述可知 ,如果满足如下两个条件: 1) 存在 K ∈

R m×n 使系统 (5) 稳定; 2) 存在控制律使得系统轨线

在有限时间内到达滑动流形。则滑模控制成立。

下面设计滑动流形和控制律。

首先给出时滞无关的结果。

引理 1[6 ]　滑动模态 (5) 对所有Σ≥ 0是稳定的

如果存在正定阵 P 和Q 满足不等式

AϖT P + PAϖ + PAϖdQ
- 1AϖT

d P + Q < 0 (7)

　　 定理 1 (时滞无关)　 如果存在正定阵 Y ∈

R n×n , J ∈R n×n和矩阵L ∈R m×n ,使得下列LM I成立

　　　　
# 1 A d Y - B 2L

YA T
d - L TB T

2 - J
< 0 (8)

其中 # 1 = A Y + YA T - B 1L - L TB T
1 + J ,则取 K

= L Y - 1,滑动模态 (6) 对所有 Σ> 0是稳定的。

证明　假设式 (8) 成立。在式 (8) 两边分别乘

以 diag{Y - 1, Y - 1},并取 K = L Y - 1,可得

# 2 Y - 1 (A d - B 2K )

(A d - B 2K ) T Y - 1 - Y - 1J Y - 1
< 0 (9)

其中 # 2 = Y - 1 (A - B 1K ) + (A - B 1K ) T Y - 1 +

Y - 1J Y - 1。再令P = Y - 1和Q = Y - 1J Y - 1,利用Schu r

补公式,可知式 (9) 等价于

AϖT P + PAϖ + PAϖdQ
- 1AϖT

d P + Q < 0 (10)

由引理1知,滑动模态 (6) 对所有Σ> 0是稳定的。□

在这些给定的条件中, 时滞允许任意大。因而,

一般而言它是保守的, 特别是时滞非常小且系统的

可稳性依赖于系统的时滞时。

下面给出时滞相关的结果。

定理 2 (时滞相关)　 如果存在正定矩阵 P ∈

R n×n ,W ∈R n×n ,Q ∈R n×n和矩阵V ∈R m×n ,使得下

列LM I成立

# 3 # 4 Q

# T
4 - Σ- 1W 0

Q 0 - Σ- 1Q

< 0 (11)

564 控　　制　　与　　决　　策 第 18 卷



　　　
- 2P + W PA T

d - B T
2V

T

A d P - B 2V - Q
< 0 (12)

其中

# 3 = (A + A d ) P + P (A + A d ) T -

　　 (B 1 + B 2)V - V T (B 1 + B 2) T

# 4 = (A + A d ) P - (B 1 + B 2)V

那么,对给定Σ> 0,并取u eq ( t) = V P - 1x ( t) ,滑动模

态 (6) 是稳定的。

证明　由于 detûsI - Aϖ - Aϖd e- Σsû = 0的解与

detûsI - AϖT - AϖT
d e- Σsû = 0的解相同,所以研究如下

系统以代替系统 (6)。

yα( t) = AϖT y ( t) + AϖT
d y ( t - Σ) (13)

式 (13) 可表示为

z ( t) = y ( t) +∫
t

t- Σ
AϖT

d y (w ) dw

zα( t) = (Aϖ + Aϖd ) T y ( t)

其次,考虑L yapunov2K rasovsk ii泛函

V ( t) = V 1 ( t) + V 2 ( t)

V 1 ( t) = z T ( t) P z ( t)

V 2 ( t) =∫
t

t- Σ∫
t

w
y T (v )Q y (v ) dvdw

其中 P 和Q 为正定矩阵。

容易看出,存在正常数 Β1 和 Β2 使得

Β1‖y ( t)‖2 ≤V (y ( t) , t) ≤

Β2 sup
Η∈[ - 2Σ, 0 ]
‖y ( t + Η)‖2

对上述泛函沿式 (13) 的解进行微分,可得

Vα( t) = Vα
1 ( t) + Vα

2 ( t)

Vα
1 ( t) =

y T ( t) (Aϖ + Aϖd ) P z ( t) + z T ( t) P (Aϖ + Aϖd ) Ty ( t) =

y T ( t) [ (Aϖ + Aϖd ) P + P (Aϖ + Aϖd ) T ]y ( t) + W ( t)

Vα
2 ( t) =

-∫
t

t- Σ
y T (w )Q y (w ) dw +∫

t

t- Σ
y T ( t)Q y ( t) dw

其中

W ( t) = 2∫
t

t- Σ
y T ( t) (Aϖ + Aϖd ) PAϖT

d y (w ) dw

　　注意到对任何向量 u , v 和适维矩阵Q > 0,有

2uTv ≤ uTQ u + v TQ - 1v

因此对任何Q > 0,下列不等式成立

W ( t) ≤∫
t

t- Σ
y T ( t) (Aϖ + Aϖd ) PAϖT

dQ
- 1Aϖd P ×

(Aϖ - Aϖd ) T y ( t) dw +∫
t

t- Σ
y T (w )Q y (w ) dw

由上式可知

Vα( t) ≤y T ( t) [ (Aϖ + Aϖd ) P + P (Aϖ +

Aϖd ) T + ΣQ + Σ(Aϖ +

Aϖd ) PAϖT
dQ

- 1Aϖd P (Aϖ + Aϖd ) T ]y ( t) (14)

　　式 (14) 中的矩阵是负定的如果下列不等式成

立

(Aϖ + Aϖd ) P + P (Aϖ + Aϖd ) T + ΣQ +

Σ(Aϖ + Aϖd ) PAϖT
dQ

- 1Aϖd P (Aϖ + Aϖd ) T < 0 (15)

为了将式 (15) 表示为LM I,式 (15) 变形为

(Aϖ + Aϖd ) P + P (Aϖ + Aϖd ) T + ΣQ +

Σ(Aϖ + Aϖd ) PW - 1P (Aϖ + Aϖd ) T - Σ(Aϖ +

Aϖd ) P (W - 1 - AϖT
dQ

- 1Aϖd ) P (Aϖ + Aϖd ) T < 0

其中W 为满足下列不等式的正定阵

W - 1 > AϖT
dQ

- 1Aϖd (16)

因而,式 (15) 是负定的如果式 (16) 和下列不等式成

立

(Aϖ + Aϖd ) P + P (Aϖ + Aϖd ) T + ΣQ +

Σ(Aϖ + Aϖd ) PW - 1P (Aϖ + Aϖd ) T < 0 (17)

利用 Schu r补公式 (16) 和 (17) 可知

- W - 1 AϖT
d

Aϖd - Q
< 0 (18)

# 5 (Aϖ + Aϖd ) P Q

P (Aϖ + Aϖd ) T - Σ- 1W 0

Q 0 - Σ- 1Q

< 0 (19)

其中　　　# 5 = (Aϖ + Aϖd ) P + P (Aϖ + Aϖd ) T

在式 (18) 两边乘以 diag [P , I n ],得到

- PW - 1P PAϖT
d

Aϖd P - Q
< 0 (20)

由不等式PW - 1P - 2P + W = (P - W )W - 1 (P -

W ) ≥ 0可知 - 2P + W ≥- PW - 1P。因而,如果存

在正定阵 P ,W 和Q 满足

- 2P + W PAϖT
d

Aϖd P - Q
< 0 (21)

则式 (20) 成立。取 K = V P - 1, 则式 (11) 和 (12) 表

明, 对任何满足 0≤ Σ≤ Σλ的 Σ,式 (19) 和 (21) 成立。

因此,如式 (11) 和 (12) 成立,则对任何非零 y ( t) ∈

R n ,V
õ

( t) 是负定的,故滑动模态 (6) 是稳定的。□

下面进一步给出基于变换的系统的滑动模态控

制。

添加m 积分器[5 ] ,系统 (1) 可表示为

yα1 ( t) = A y 1 ( t) + A d y 1 ( t - Σ) +

　 　 　B 1y 2 ( t) + B 2y 2 ( t - Σ)

yα2 ( t) = uζ,　uζ∈R m

取滑动面

s ( t) = y 2 ( t) + K y 1 ( t)
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其中 K ∈ R m×n。当系统的轨线到达滑动面时, 其上

的滑动模态为

y 1 ( t) = (A - B 1K ) y 1 ( t) +

(A d - B 2K ) y 1 ( t - Σ) (22)

这时可利用定理 2得到相关结果。

令 Λ= 1öΣ,则可利用LM I软件包中的 gevp 命

令,求下列在LM I约束下广义特征值优化问题[8 ]。

m in
P > 0,W > 0,Q > 0,W 1> 0,W 2> 0,V

Μ

# 3 # 4 Q

# T
4 - W 1 0

Q 0 - W 2

< 0

W 1 0

0 W 2

< Μ
W 0

0 Q

其中: # 3 和 # 4如定理 2所定义,W 1 和W 2 为正定矩

阵。

取在定理 2所获K = V P - 1和滑动面 (6) ,可得

到如下控制器的设计方法。

定理 3　给定在定理 2所获K = V P - 1,可取如

下形式的控制使系统轨线在有限时间内到达滑动

面。

uζ ( t) =

0,　‖s ( t)‖ = 0

- [K (A y 1 ( t) + B 1y 2 ( t) ) +

Βs + N ( t) sign (s) ]

　　‖s ( t)‖ > 0

(23)

其中: q1 > 1; q2 > 1; sign (s) = [ sign (s1) ,⋯,

sign (sm ) ]T; N ( t) = d iag (n1,⋯, nm ) , i = 1,⋯,m ,

定义

n i = ∑
n

j= 1
q1û (KA d ) ij ûûy 1i ( t) û +

∑
n

k= 1

q2û (KB 2) ik ûûy 2i ( t) û

　　证明略。

4　数值例子
　　 为了阐明上述结果的应用, 考虑文献[ 5 ] 中的

例子。

yα( t) = A y ( t) + A d y ( t - Σ) +

B 2u ( t - Σ) (24)

其中

A =
- 2 3

0 1
,　A d =

1 2

- 1 3

B 2 =
1

1

u ( t) = 1,　t∈ [ - Σ, 0 ]

y ( t) = [ 1　1 ]T ,　t∈ [ - Σ, 0 ]

y 1 ( t) = [y 11　y 12 ]T

利用文献[ 5 ] 方法,增加 1个积分器,将本文结果与

文献[ 5, 7 ] 的结果进行比较。根据定理 2,利用LM I

(a)　状态 y 11, y 12

(b)　状态 y 2

(c)　滑动面 S

(d)　控制输入

图 1　仿真结果
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软件包中的广义特征值凸优化方法, 可得系统 (24)

对任何满足 0≤ Σ≤ 0. 361 5的 Σ仍是可镇定的。而
文献[ 5 ]只对满足0≤Σ≤0. 247 2的Σ,系统 (24) 是

仍可镇定的; 文献[ 7 ] 中的结果为系统 (24) 仅对满

足 0≤ Σ≤ 0. 033 8的 Σ是仍可镇定的。
因而, 对此例而言, 本文所得结果与文献 [ 5, 7 ]

的结果相比,具有较小的保守性。取控制 (23) ,其中:

q1 = 2, q2 = 2, Β = 6, K = [ 0. 343 4　4. 448 0 ],得

到的仿真结果如图 1所示。

5　结　　语
　　本文利用两种不同的方法,研究了同时含有状

态和输入时滞的变结构控制问题,给出了存在滑动

流形或滑动面的充分条件, 该条件以LM I形式表

示。基于LM I的解和不等式方法,得到了控制律设

计方法。与以往文献中已有的结果相比,本文方法简

单易行,且有较小的保守性。
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5　结　　论
　　本文研究了商业广告排版问题,建立了描述该

问题的数学模型,设计了两级分支定界算法来寻求

问题的最优解。仿真测试结果表明,该算法是可行

的,基本能满足实际应用的要求。由于采用的是寻求

最优解的分支定界算法,当版面增大以及广告的数

量和类型增大时,将出现无法在有效计算时间得到

最优解的问题,仍需要采用时间终止条件,保证算法

的可行性。进一步研究可考虑运用智能化算法与分

支定界算法相结合的搜索策略。
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