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线性时不变控制系统中的互信息率和解析约束
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(浙江大学 控制科学与工程系 工业控制国家重点实验室, 浙江 杭州 310027)

摘　要: 针对受随机干扰的离散线性时不变系统的跟踪控制问题, 采用信息论的方法讨论了系统获得

有效跟踪性能的基本信息条件。从此条件出发,得出系统闭环传递函数设计的解析约束,表明了系统敏

感函数与补敏感函数的 Bode 积分间的关系。对于开环传递函数严格正则的系统, 这一约束反映了开环

不稳定零极点应具备的特性。
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Abstract: Linear discr ete-t ime t ime-invar iant feedback systems disturbed by r andom processes ar e in-

vest ig ated fr om the v iew point o f information theo ry . Mutual information r ate is emplo yed as a measure

o f information tr ansmission in sy st ems to formulat e t he basic information condition o f t he tr acking con-

tr ol problem. Based on this condition, a new design const raint is der iv ed in dealing w ith the “informa-

tion destruction”induced by exogenous disturbance input. Such analytic constraint indicates a r elation

betw een Bode integ rals of t he sensit ivity function and t he complementar y sensitivit y function, and im-

plies a r equir ement of the unst able po les and nonm inimum phase zero s o f the open loop tr ansfer function

w hen it is str ictly pr oper.
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1　引　　言

　　Bode最早采用解析函数理论研究了反馈控制

系统中的可达性能极限和设计约束,针对单变量线

性连续系统得出了关于系统敏感函数的 Bode 积分

定理[ 1]。近年来,该成果已被推广到离散、多变量、非

线性和时变系统,以及关于系统补敏感函数等的研

究中[ 2～4]。从信息论的观点看,控制系统是一个信息

传输通道, 反馈控制器则是利用系统的实时信息来

消除干扰等因素造成的影响, 达到设计的性能要求。

因而控制系统的可达性和设计约束是与系统中的信

息传输相联系的。控制系统研究的信息论方法很早

就受到关注[ 5] , 近年来得到了进一步发展 [ 6～8]。

本文运用 Shannon 信息论中互信息率来研究离

散线性时不变反馈控制系统的设计约束,针对受扰
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系统的跟踪控制问题, 从获得有效跟踪性能的基本

条件出发, 讨论系统敏感函数和补敏感函数的 Bode

积分间的关系。

2　互信息率

　　设两个离散随机变量 �和 v 的取值集合为{a1,

a2 ,⋯, am} 和{ b1, b2 ,⋯, bn} , 取值概率分别为{ p 1,

p 2 ,⋯, p m} 和{ q1 , q2, ⋯, qn} ,即 p i = P (�= ai) , qj =

P ( v = bj ) , i = 1, 2,⋯, m, j = 1, 2, ⋯, n。且设 r ij =

P (� = a i, v = bj )。则 �和 v 间的互信息为 [ 9]

I (�; v ) = ∑
n

j= 1
∑

m

i= 1
r ij ln

r ij

p iqj
( 1)

其中 I (�; v )描述了�和v相互所包含的关于对方的

信息量。对于两个离散随机过程 x = { x 1, x 2,⋯, x N ,

⋯} 和 y = { y 1 , y 2,⋯, y N ,⋯} ,它们之间的互信息率

为[ 9]

I
-( x ; y ) =

l im
N→∞

1
N

I ( ( x 1, x 2,⋯, x N ) ; ( y 1, y 2 ,⋯, yN ) ) ( 2)

互信息率描述了随机过程之间相互所包含的单位时

间平均信息量,也反映了其间的信息传输情况。

式( 2) 中的极限并非对任意随机过程都是存在

的
[ 9]
,对于平稳高斯过程,有:

引理 1
[ 7]　 如果两个联合高斯平稳随机过程 x

∈ R
n, y ∈ R

m 具有谱密度
I W ( ei�)

W
T ( e- i�) I

, 那

么 x 和 y 的互信息率为

I
-( x ; y ) =

- 1
4 ∫

 

-  
ln det [ I - W

T
( e

i�
)W ( e

i�
) ] d� ( 3)

3　基本信息条件

　　图1为受随机干扰的离散线性时不变反馈控制

系统。其中: r , d, u, y , e∈ R
1分别为系统的参考输

入、外来干扰、控制器输出、系统输出和误差; C( z ) ,

P ( z ) 分别为控制器和被控过程的传递函数。

图 1　受随机干扰的离散线性时不变反馈控制系统

本文假 设: 系 统开环传 递函数 L ( z ) =

P ( z ) C( z ) 是正则的,且没有单位圆上的零极点,即

L ( z ) =

l0∏
p

i= 1
( z - z

L
i )

∏
q

j= 1

( z - p
L
j )

( 4)

其中: l 0为 L ( z ) 分子的主导系数; z
L
i 和 p

L
j 分别为

L ( z ) 的零、极点;参考输入 r和干扰d为相互独立的

零均值平稳高斯序列, 分别具有有理谱密度 ! r 和

! d; 系统是闭环稳定的。

对于图 1所示系统, 控制器的设计任务是消除

干扰 d 造成的影响, 保证系统闭环稳定,并使输出 y

有效地跟踪参考输入 r。信号从 r 到 y 的传递过程是

一个信息传输过程, 因而 y 中包含了 r 的信息;同时

由于干扰d的存在, y中不可避免地也包含了d的信

息。以信息论的观点看, y 中所含的关于 r 的信息量

越多,跟踪效果越好;相反 y 所含的关于 d的信息量

越多则跟踪效果越差。如前所述,互信息率描述了两

个随机过程之间相互所包含的平均信息量。因而下

述关系是系统获得有效跟踪性能的一个基本要求:

基本信息条件:对于图 1所示系统,为使输出 y

有效地跟踪参考输入 r ,在闭环稳定的同时需有

I
-( r ; y ) > I

-( d; y ) ( 5)

其中: I-( r ; y ) 为 y 和 r 的互信息率, I-( d; y ) 为 y 和d

的互信息率。

式( 5) 从信息传输的角度要求所设计的控制系

统在受到干扰时能保持对 r的跟踪,使y 中包含的关

于 r 的信息量要大于关于 d的信息量,或者说 y 对 r

的跟踪程度要大于它被d“污染”的程度。但式( 5) 并

没有强调如最优或鲁棒等性能要求,因而称之为“基

本信息条件”。

4　互信息率与解析约束

　　 从 r 到 y 和从 d 到 y 的传递函数分别为

L ( z )
1 + L ( z ) = T ( z )和

1
1 + L ( z ) = S ( z ) ,即系统的补

敏感函数和敏感函数。因为系统是闭环稳定的,所以

y 是平稳序列。可知 y 的谱密度为

　! y ( �) = ! r ( �) �T ( ei�) � 2 + ! d ( �) �S( ei�) � 2 ( 6)

y 与 r 和 d 的互谱密度分别为

! ry ( �) = ! r ( �) T ( ei�) ,　! d y( �) = ! d ( �) S ( ei�)
　　引理2　对于图1所示系统,输出 y与输入 r 和

d 的互信息率分别为
I-( r ; y ) =

- 1
4 ∫

 

- 
ln

! d( �) �S( ei�) �2

! r( �) �T ( ei�) � 2 + ! d( �) �S ( ei�) �2
d� ( 7)

I-( d ; y ) =

- 1
4 ∫

 

- 
ln

! r( �) �T ( ei�) �2

! r( �) �T ( ei�) � 2 + ! d( �) �S ( ei�) �2
d� ( 8)

　　证明　设Y ( z ) 为 y 的 z-变换,其他亦然。由于

r 和 y 皆为高斯平稳随机序列, 根据谱分解定理[ 10] ,

存在有理函数 F r和 F y, 它们的极点都在单位圆内,
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零点在单位圆内或单位圆上, 使得 ! r ( �) =

F r ( e
i�
) F r ( e

i�
) , ! y ( �) = Fy ( e

i�
) F y( e

i�
)。用 F r 和 Fy

分别对 r 和 y 进行非奇异变换,得 r′和 y′,即 R′( z )

= R ( z ) F - 1
r ( z ) , Y′( z ) = Y ( z ) F - 1

y ( z )。设 M ( z ) =

F r ( z ) T ( z ) F
- 1
y ( z ) , 可知 M ( z

- 1
)M ( z ) ≤ 1。则 r′和

y′具有高斯联合谱密度
1 M ( ei�)

M ( e- i�) 1
。根据引

理 1, r′和 y′的互信息率为

I
-( r′; y′) =

- 1
4 ∫

 

- 
ln[ 1 - M ( e

- i�
)M ( e

i�
) ] d� =

- 1
4 ∫

 

- 
ln

! d ( �) �S( ei�) � 2

! d ( �) �S( ei�) � 2 + ! r ( �) �T ( ei�) � 2d�

由信息论可知[ 7] ,平稳高斯过程的互信息在非奇异

线性有限维系统的变换下是保持不变的。因而有

I
-( r ; y ) = I

-( r′; y′) ,则得出式( 7)。同样, !d也存在非

奇异分解 ! d ( �) = Fd ( e
i�
) F d ( e

i�
) ,同理可得式( 8)。

□

式( 7) 和式( 8) 中积分项的分母是一致的, 因而

式( 5) 等价于

∫
 

- 
ln! r ( �) d� +∫

 

- 
ln�T ( ei�) � 2d�>

∫
 

- 
ln! d ( �) d� +∫

 

- 
ln�S ( ei�) � 2d� ( 9)

　　设　　F r ( z ) =

r 0∏
p
1

i= 1
( z - z

r
i )

∏
q
1

j

( z - p
r
j )

　　　　　F d( z ) =

d0∏
p 2

i= 1
( z - z

d
i )

∏
q
2

j = 1
( z - p

d
j )

其中: r0 , d0 分别是 F r , F d 的当分母为首一多项式

时,分子的主导系数; z
r
i , p

r
j 和 z

d
i , p

d
j 分别是 F r和 F d

的零、极点。则有

　∫
 

- 
ln! r ( �) d� =∫

 

- 
ln

r0∏
p
1

i= 1

( ei� - z
r
i )

∏
q
1

j = 1

( ei� - p
r
j )

2

d� ( 10)

根据Poisson积分定理[ 9] , 当 �∀�≤ 1时,∫
 

- 
ln�ei� -

∀� 2d� = 0。所以,∫
 

- 
ln! r ( �) d� = 4 ln�r 0�。同理,

∫
 

- 
ln!d ( �) d� = 4 ln�d0�。

由以上分析可以得出如下结果:

定理 1　对于图 1所示系统,当且仅当

2 ln�r 0� +∫
 

- 
ln� T ( ei�) �d� >

2 ln�d0� +∫
 

- 
ln�S ( ei�) �d� ( 11)

时,系统满足基本信息条件式( 5)。

由定理 1可以看出, 对于本文所讨论的跟踪控

制系统, 基本信息条件直接关系到系统敏感函数和

补敏感函数的 Bode积分。根据离散系统敏感函数和

补敏感函数的 Bode 积分定理 [ 3, 4] , 当系统开环传递

函数为严格正则时, 即式( 4) 中 p < q,有

∫
 

- 
ln�S( ei�) d� = 2 ∑

k

i= 1

ln�p u
i � ( 12)

∫
 

- 
ln�T ( ei�) d� = 2 ∑

l

j= 1

ln�z u
j � + 2 ln� l0�　( 13)

式中: p u
i 和 z

u
j 为开环传递函数 L ( z ) 单位圆外的极

点和零点, l 0 为开环传递函数 L ( z ) 分子的主导系

数。因而有如下推论:

推论 1　对于图 1所示系统,假如开环传递函

数是严格正则的,那么,当且仅当

∑
l

j = 1
ln�z u

j � + ln� l 0� - ∑
k

i= 1
ln�p u

i � >

ln�d0� - ln�r0� ( 14)

时,系统满足基本信息条件式( 5)。

定理 1从有效跟踪的基本信息条件出发, 得出

了系统敏感函数和补敏感函数的 Bode 积分间存在

的关系, 这一关系反映了系统闭环传递函数设计所

受到的解析约束。推论 1则利用 Bode 积分定理, 表

明了基本信息条件与系统开环不稳定零极点的关

系。事实上,式( 14) 右边等于信号d 和 r 的平均信息

量(熵率[ 9] ) 之差。d的信息是对系统“有害”的信息,

即干扰; r 的信息是对系统“有用”的信息,即输出要

尽量获取的内容。所以, 式( 14) 右边反映了所有输

入对系统的“信息损害”, 而左边则是系统开环传递

函数有关参数的函数。因而,基本信息条件反映了为

对抗信息损害系统(开环传递函数) 应具备的特性。

5　结　　语

　　本文针对受随机干扰的离散线性时不变系统的

反馈跟踪控制问题, 考察了系统内的信息传输情况,

讨论了系统获得有效跟踪性能应满足的基本信息条

件。从此条件出发, 得出了系统闭环传递函数(敏感

函数和补敏感函数)设计所受到的解析约束, 表明了

系统敏感函数和补敏感函数的 Bode 积分间的关

系。本文的工作为研究反馈控制系统的性能设计约

束探索了一条新的途径——信息论方法。
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确定,并且

J th = sup
#A∈∃

1
, #B∈∃

2

‖r u‖
2
2, N + sup

#A∈∃
1

‖r d‖
2
2, N

1/ 2
=

J
2
th, u + J

2
th, d

1/ 2

特别是当 d∈ l 2, J th, d可近似取为常数, 而 J th, u与u

有关并且是在线已知的。因此 u 的变化使阈值也随

之改变。从该意义上讲, 又称其为自适应阈值。从而

有

‖r‖2, N > J th� 故障报警
‖r‖2, N ≤ J th� 无故障

4　结　　语

　　本文研究了受模型不确定性和范数有界未知输

入影响的不确定离散时间系统的鲁棒 FDF 设计问

题。通过引入新的性能指标函数,可将基于观测器的

FDF 设计问题归结为 H ∞优化问题,进而可通过选

择适当的稳定后滤波器和观测器增益矩阵求得问题

的解。本文的主要特点在于通过求解一矩阵 Riccat i

方程,可求得最大化对于故障信号的灵敏度,同时又

确保对于模型不确定性和未知输入鲁棒性的残差产

生系统,即最小化给定性能指标函数的最优解。另

外,通过进一步选取适当的自适应阈值,可有效降低

故障发生的误报率和漏报率。

参考文献( Refer ences) :

[ 1] Chen J, Patt on R J. Robust M od el-based Fault Diag no-

sis f or Dynamic Sy stems [ M ] . Bo ston: Kluw er Acade-

mic Publisher s, 1998.

[ 2] F rank P M , D ing S X, Koppen-Seliger B. Curr ent dev-

elopments in the theo ry o f FDI [ A ] . P roc SA FEPR O-

CESS′2000[ C] . Budapest, 2000. 16-27.

[ 3] Ding S X, Ding E L , Jeinsch T . A new optim ization ap-

proach to the design o f fault detection filters [ A ] . P roc

SA FEPR OCESS �2000[ C] . Budapest , 2000. 250-255.

[ 4] D ing S X, Frank P M , Ding E L , et al. A unified ap-

proach to the opt imization of fault detect ion systems

[ J] . I nt J of Adap tiv e Contr ol and S ig nal Processing ,

2000, 14( 7) : 725-745.

[ 5] Nobrega E G , Abdalla M O , G rig or iadis K M . LMI-

based filter design fo r fault detection and isolation[ A ] .

Proc of 39th CDC[ C] . Sydney , 2000. 4329-4334.

[ 6] Patt on R J, Hou M . On sensitiv ity o f r obust fault de-

t ect ion obser ver s[ A ] . Proc of 14th Wor ld Cong ress I-

F AC[ C ] . Beijing, 1999. 67-72.

[ 7] Zhong M Y , Ding S X, Tang B Y , et al. An LM I ap-

proach to r obust fault detection filter design fo r dis-

crete-time systems w ith model uncert ainty [ A ] . P roc

of 2001 IEEE CDC Conf er ence [ C ] . O rlando , 2001.

3613-3618.

[ 8] Zhou K , Doy le J C. Essentials of Robust Contr ol[ M ] .

New Jersey : Pr entice Hall, 1998. 200-250.

　　(上接第 599页)

参考文献( Refer ences) :

[ 1] Bode H W. Network Analy sis and Feedback A mp lif ier

Design[ M ] . P rinceton: Van Nostrand, 1945.

[ 2] I glesias P A . T radeoffs in linear time-var ying systems:

An analo gue of Bode′s sensitiv ity int eg r al[ J] . A utomat-

ic, 2001, 37( 10) : 1541-1550.

[ 3] Sung H K , Hara S. Pr operties o f com plementary sen-

sitiv ity function in SISO digit al cont ro l system s[ J] . I nt

J of Contr ol, 1989, 50( 9) : 1283-1295.

[ 4] Wu B F , Jonckhecre E A . A simplified approach to

Bode′s theo rem for continuous-t ime and discrete-time

systems[ J] . IE EE Trans A utomatic Contr ol, 1992, 37

( 11) : 1797-1802.

[ 5] Ashby W R. An I ntrod uction to Cybernetics [ M ] . L on-

don: Chapman & Hall Lt d, 1956.

[ 6]章辉, 孙优贤. 随机自适应控制的信息论方法[ J] . 控制

与决策, 1995, 10( 6) : 519-524.

( Zhang H, Sun Y X . An info rmation theor etic approach

t o stochastic adaptiv e contr ol[ J] . Control and Decision,

1995, 10( 6) : 519-524. )

[ 7] Sto or vo gel A A , Schuppen J H Van. Sy stem iden- tifica-

tion w ith info rmat ion theor etic criteria [ A ] . I dentif ica-

tion, A dap tation, L earning [ C] . Ber lin: Spr inger, 1996.

289-338.

[ 8]Wang H. M inimum entr opy cont ro l o f non-Gaussian dy-

namic stochastic systems [ J ] . IEE E Trans Automatic

Control, 2002, 47( 2) : 398-403.

[ 9] Ihar a S. I nf ormation Theory f or Continuous Sy stems

[ M ] . Singapor e: Wo rld Scientific Publishing Co P te

L td, 1993.

[ 10] A
�

ustro�m K J, W itt enmark B. Computer-contr olled Sy s-

tems : Theory and Design [ M ] . 3rd ED. P rince Hall,

1997.

第 5 期 钟麦英等:一类不确定离散时间系统的鲁棒故障诊断滤波器优化设计方法 603


