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典型模糊控制器的模糊规则函数与极限结构分析
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摘　要: 讨论一般模糊控制器的解析形式。在以数值示例分析原有模糊规则解析描述的基础上,提出模

糊规则函数 (FR F)的概念,并证明了模糊规则函数的连续性和无穷性是控制器的极限结构定理的充要

条件,统一了模糊控制器的极限结构及其函数逼近能力。这使得设计模糊控制器时,不必担心由于提高

逼近精度而影响到已有的控制规则。
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Abstract: Based on the general analytical fo rm of fuzzy con tro llers and the analysis of a num erical exam 2
p le, the concep t of fuzzy ru le function (FR F ) is p ropo sed, w h ich imp roves the exp ression of fuzzy

ru les. Continu ity and infin ity of FR F′s are p roven to be a necessary and sufficien t condit ion fo r lim it ing

structu re theo ry. FR F unifies the lim it ing structu re and app rox im ation p ropert ies of typ ical fuzzy con2
t ro llers. T he fuzzy con tro l ru les are no t affected by imp roving the p recision of app rox im ation w hen de2
sign ing a fuzzy con tro ller.
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1　引　　言
　　模糊控制器的极限结构理论,是研究模糊空间

的划分无穷精细或规则数目增加到无穷大时,对控

制性能的影响。文献[ 1 ]首先以一般模糊控制器解析

结构分析为基础,讨论了它的极限结构。模糊控制器

可实现基于规则的人的语言控制,无需了解被控系

统的数学模型。作为一种强非线性控制器,对其解析

结构进行分析可以很好地帮助人们理解它的工作机

理及其与传统控制器 (例如 P ID 控制器)的关系。目

前,对模糊控制器的解析结构分析已取得了很大进

展[1～ 4 ],并讨论了相应的极限结构。它们[3, 4 ]主要考

虑了线性规则的情况,只有部分[1, 2 ]考虑了非线性规

则的情况。但是这些结果都假设推理规则在前件与

后件的映射关系上与模糊空间的划分无关,事实上

这并不够合理,尤其对于自学习模糊控制器可动态

调整模糊规则的情况。

2　典型模糊控制器
　　设模糊控制器有 r个输入变量 x i, i∈ I x = {1,
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2,⋯, r},一个输出变量 y。不失一般性,假设 - 1≤

x i ≤ 1,且对每个输入变量都定义N = 2J + 1≥ 3

个正规模糊子集,记为A i
j , - J ≤ j ≤ J。其中: J 个

对应负的 x i, J 个对应正的 x i,一个对应处于零点附

近的 x i。A i
j 满足均分分布, 即相邻模糊子集的中心

点的距离为

S = 1öJ (1)

A i
j 的中心点为 j S。类似地,有 - 1≤ y ≤ 1,并定义

2M + 1≥ 3个正规模糊子集,记为B m , - M ≤m ≤

M ,其中: m 个表示正的 y ,m 个表示负的 y , 一个表

示零,B m 满足均分分布,相邻模糊子集的中心距为

V = 1öM (2)

中心点为m V。

定义 1　设[a, d ] < U 且 a < d , a ≤ b≤ c≤

d ,若连续函数A (x ) = (x , a , b, c, d ) 满足: x ∈ [a ,

b) 时,A (x ) 单调递增; x ∈ [b, c ]时,A (x ) = 1; x ∈

(c, d ]时,A (x ) 单调递减; x ∈U ø [a , d ]时,A (x ) =

0。则称其为伪递形函数。

基本假设:输入空间的模糊子集A i
j 的隶属函数

为伪递形函数:

1) A i
- J (x i) = (x i, - 1, - 1,

　 　 　　 - 1, (- J + 1)S )

A i
J (x i) = (x i, (J - 1)S , 1, 1, 1)

2) A i
j (x i) = (x i, ( j - 1)S , jS - ∆j i,

　　 　　jS + ∆j i, ( j + 1)S )

　　∆ij ≥ 0, - J < j < J

　　 输出空间的模糊子集B m 的隶属函数形状相

同,且均关于中心点对称。

控制器共有N r 条语言规则覆盖了整个输入空

间,每条规则都具有如下形式

If x i is A 1
j 1 and ⋯ and x r is A r

j r

T hen y is B m (3)

其中m 由任意具有整数输出的非线性或线性函数 f

决定,即

m = f ( j 1, j 2,⋯, j r, J ) (4)

即有M = ‖f ‖∞ = sup û f û , - M ≤m ≤m ,称 f

为模糊规则函数 (FR F)。

定义 2　模糊控制器满足基本假设, 当各输入

变量恰好分别为其某个模糊子集的中心点时, 对应

只有一条控制规则 R 被激活,则称此时的输入 (出)

为规则R 的满激活度输入 (出)。

注 1　规则R 的满激活度输入 (出) 指的是控制

器的清晰输入 (出) , 其输入输出关系描述了模糊控

制器的控制规则中确定的部分, 如式 (3) 表示的规

则的满激活度输入为 ( j 1S , j 2S , ⋯, j rS ) ,满激活度

输出为m V。

模糊逻辑与由任意 T 2模实现, 例如: Zadeh

and (m in)。如果多条规则产生相同的模糊输出, 则

用模糊逻辑或将它们连接起来。逻辑或可由任意 S2
模实现, 例如: Zadeh o r (m ax)。模糊逻辑推理可以

采用任意推理算法,例如:M am dan i或M izumo to 推

理算法。解模糊采用具有代表性的重心法 (CO G) ,

由基本假设可知,模糊控制器的清晰输出为

K y y = K

∑
w (Bm

)≠0

w (B m )m V

∑
w (B m

)≠0
w (B m )

(5)

其中: K y 为输出比例因子; w (B m ) 表示模糊输出为

B m 时的推理结果, 即规则的激活度。本文称满足以

上条件的模糊控制器为典型模糊控制器。现在广泛

使用的绝大部分模糊控制器都满足上述条件, 所以

本文讨论的是一般化的情况。

3　模糊规则函数
　　模糊控制器能得到广泛的应用,是因为它能实

现基于语言的控制规则, 也就是能够充分利用专家

的经验,实现对复杂不确定系统的控制。而控制语句

或专家经验是通过模糊规则描述的, 即模糊规则构

成了一个模糊控制器的核心。模糊规则函数可以说

是模糊规则的解析表示, 设计模糊控制规则的过程

实际上就是设计模糊规则函数的过程, 设计的优劣

直接影响模糊控制器的性能。

此前, 模糊规则函数的概念尚没有被明确地提

出来, 虽然有不少文献[1～ 4 ] 讨论了模糊规则的解析

表述式,例如线性规则m = ∑j i。但与本文不同,它

们只考虑了规则前件的模糊数的标号 j i, 而未考虑

模糊数的数目 J ,即

m = f ( j 1, j 2,⋯, j r) (6)

实际上这是不全面的。模糊系统已被证明具有万能

函数逼近器的性质[5, 6 ] ,即可以任意精度一致逼近紧

致集上的任意连续非线性函数。这是模糊系统能得

到很好应用的理论基础, 它使得模糊系统用作模型

辨识时,能够逼近任意连续的非线性动态模型;用作

控制器时, 能够使得闭环系统动态响应逼近任意连

续的非线性控制曲线。然而,式 (6) 并不能很好地说

明这一性质。下面的数值例子将说明 J 对控制器性

能的影响。

例 1　单输入单输出模糊控制器要求实现图 1
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曲线①所示的分段线性输入输出关系,分段点满足

x≈ - 1时, y≈ - 1; x≈ 0时, y≈ 1ö2; x≈ 1时,

y≈ 1。

图 1　模糊规则函数变化对控制器输入输出性能的影响

本文在输入空间定义 5个模糊子集, 输出空间

定义 9个模糊子集,其隶属函数如图 1所示。若按式

(6) 设计控制规则,则有

m = f ( j ) =
j - 2,　 - 2≤ j ≤ 0

3j - 2,　0≤ j ≤ 2

　m ∈ [ - M ,M ],　J = 2,　M = 4 (7)

模糊系统的函数逼近性质说明, 模糊空间划分得越

精细,其逼近精度越高。当取J = 3时,由式 (7) 知M

= sup û f ( j ) û = 7,但此时由式 (7) 定义的模糊规则

导致控制器输入输出曲线为图 1的曲线②。其中: x

≈ 0时, y≈ - 2ö7; x≈ - 1时, y≈ - 5ö7,这说明模

糊空间划分得精细,逼近性能反而下降,只有更改规

则函数 f 才能再次达到高的逼近精度。这也是文献

[ 1 ]中定理 5的一个数值特例,它说明 f 至少应该是

一个与J 对应的函数簇{f J }。如果按式 (4) 设计控制

规则,则有

m = f ( j ) =
j - J ,　 - J ≤ j ≤ 0

3j - J ,　0≤ j ≤ J

　m ∈ [ - M ,M ],　J = 2,　M = 4 (8)

当更精细地划分模糊空间时,即增加 J 能在保持式

(8) 的情况下提高控制器的逼近精度, 当 J 趋于∞

时,逼近精度趋于无穷小。这说明形如式 (4) 的模糊

规则函数具有描述模糊规则以及反映模糊空间划分

精细程度的能力,它能够保持全局统一的解析形式,

即增加模糊规则时不影响已有规则的满激活度输入

输出关系,从而适应模糊空间划分的动态调整,是一

种更加合理的定义形式。下面给出模糊规则函数及

其两个基本性质的定义。

定义 3　形如式 (4) 的函数如果满足: 1) 输入

为整数时,输出亦为整数, 2) 模糊规则的增加 (即 J

的增加) 不影响已有规则的满激活度输入输出关

系,则称之为模糊规则函数 (FR F) ,或简称为规则函

数。

定义 4　对任意给定的J ,如果 ∃ j = m ax
i

û j i -

j′iû ≤ 1,有

∃ f = û f ( j 1, j 2,⋯, j r, J ) -

f ( j′1, j′2,⋯, j′r, J ) û ≤ Η (9)

其中Η为与J 无关的正常数,则称 f 为连续模糊规则

函数。

定义5　如果J →∞,有M = ‖f ( j 1, j 2,⋯, j r,

J )‖∞ →∞,则称 f 为无穷大模糊规则函数。

注 2　模糊规则函数的连续性质和无穷大性质

是容易满足的。

例 2　设

f ( j 1, j 2,⋯, j r, J ) =

∑
r

i= 1

a i ( j 1öJ , j 2öJ ,⋯j röJ ) j i +

b ( j 1öJ , j 2öJ ,⋯, j röJ )J (10)

满足输入为整数时, 输出亦为整数, 其中 a i (õ) 和

b (õ) 均为定义在 [ - 1, 1 ] r 上的非零 r 元函数, 且

a i (õ) 有界, b (õ) 满足L ip sch itz条件,则该 f 是一类

连续、无穷大的模糊规则函数。本文称其为分段线性

模糊规则函数。

4　极限结构定理
　　定理 1 (极限结构定理)　典型模糊控制器的输

出可分解为全局控制器输出与局部控制器输出之

和,当且仅当模糊规则函数是连续、无穷大的, 则模

糊空间的划分足够精细时,其局部控制器将消失。

证明　 不失一般性, 假设 p iS ≤ x i ≤ (p i +

1)S , - J ≤ p i≤ J , i∈ I x ,由基本假设知最多只有

A i
p i

(x i) > 0,A i
p i+ 1 (x i) > 0。因此对所有的输入变

量,最多只有 2r 条规则被激活, 即最多产生 2r 个模

糊输出。考虑到可能需要逻辑或来合并相同的模糊

输出规则,本文设最终得到 q个不同的模糊输出为

B m 1 ,B m 2 ,⋯,B m q
,　1≤ q≤ 2M + 1

- M ≤m 1,m 2,⋯,m q ≤M (11)

由式 (2) 和 (5) ,易得控制器的输出为

K y y = y G + y L (12)

y G = m Φ
K y

M
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y L =
K y

M{
∑

q

h= 1
w (B m h

) (m h - m Φ)

∑
q

h= 1
w (B m k

)

Φ为 [ 1, q ] 上的任意整数。因m h 属于模糊规则函数

的值域,故J 给定时,m Φ只与 p i有关,而与输入变量

相对于模糊子集中心点的距离无关,称 y G 为全局控

制器输出; 相反, yL 只与输入变量相对于对应模糊

子集中心点的距离有关,称之为局部控制器输出。

由于模糊规则函数是无穷的,故有

lim
J→∞

ûy L û =

lim
M →∞

K y

M

∑
q

h= 1

w (B m h
) ûm h - m Φû

∑
q

h= 1
w (B m h

)
=

K y

∑
q

h= 1
w (B m h

) lim
M →∞

ûm h - m Φû
M

∑
q

h= 1
w (B m h

)
(13)

又由于模糊规则函数是连续的, 且其参数满足连续

性条件,故存在 Η使得

lim
M →∞

ûm h - m Φû
M
≤ lim

M →∞

Η
M

= 0 (14)

由式 (13) 和 (14) ,得

lim
N →∞

yL = lim
J→∞

y L = 0 (15)

lim
N →∞

K y y = lim
J→∞

K y y = lim
J→∞

y G + lim
J→∞

yL =

lim
J→∞

y G = K y lim
M →∞

m Φ

M
≠ 0 (16)

反之亦然。□

定理 2　具有连续、无穷大的规则函数的典型

模糊控制器能以任意精度一致逼近紧致集上的任意

连续的 r输入单输出非线性函数。

证明　文献[ 5 ]以规则补袂覆盖逼近函数的思

想证明了模糊系统的函数逼近性。模糊规则函数的

定义保证了增加模糊规则时,原有规则补袂的质心

不变; 连续性保证了可以紧密地或连续地放置规则

补袂;无穷大性保证了可以放置任意多个规则补袂。

因此, 可由文献 [ 5 ]中的逼近定理证明知定理 2 成

立。□

典型模糊控制器的极限结构定理,说明了模糊

控制器可以分解为全局控制器与局部控制器之和。

当模糊规则数目增大到无穷时,它能以任意高的精

度逼近理想的控制输出曲线,但此时局部控制器的

性能将消失。模糊空间的无穷划分在实际应用中不

可能实现,也没有必要实现。极限结构定理和统一的

模糊规则函数形式可以帮助人们在设计控制器时,

能够在细化控制规则过程中,对控制机理有清晰的

认识,同时既保持原有的控制规则的解析式的有效

性,又尽量提高控制精度。

5　结　　语
　　本文提出了模糊规则函数,明确了对模糊控制

器规则集的解析表述应该考虑的两个因素: 模糊规

则和模糊空间划分精细程度,统一了模糊控制器的

极限结构和函数逼近能力。这既是对文献 [ 1 ]的扩

展,也是对模糊控制理论的充实和发展,有利于人们

把握模糊控制器的内在本质和控制器的优化设计。

基于模糊规则函数的模糊控制器的设计和整定,将

是今后进一步的研究方向。
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