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非匹配不确定M IMO 线性系统的终端滑模控制

鲍　晟, 冯　勇, 郑雪梅
(哈尔滨工业大学 电气工程系, 黑龙江 哈尔滨 150001)

摘　要: 提出一种用于非匹配不确定M IM O 线性系统的终端滑模控制方法。设计了特殊的终端滑模切

换面和相应的控制策略,使得系统在有限时间内收敛到终端滑模面,在系统到达终端滑模面后保证系统

的状态保持在终端滑模面上,并在有限时间内收敛到平衡点附近的邻域内。建立了该邻域的范围与系统

的非匹配不确定性的范围以及终端滑模参数之间的数学关系,用于系统设计与分析。仿真结果验证了所

提出方法的有效性和分析的正确性。
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Term ina l sl id ing m ode con trol of M IMO
linear system s with unmatched uncerta in ties
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Abstract: A term inal sliding mode m anifo ld and con tro l m ethodo logy are p ropo sed fo r M IM O linear

system s w ith unm atched uncerta in t ies. T he system states are guaran teed to reach the sliding mode

m anifo ld in fin ite t im e, and converge to the neighbo rhood of the equ ilib rium po in t in fin ite t im e once

they are on the sliding mode m anifo ld. T he m athem atical rela t ionsh ip betw een the neighbo rhood of the

equ ilib rium po in t and the range of the unm atched uncerta in t ies and param eters of sliding mode is fo rm u2
la ted, w h ich can be used fo r the system design and analysis. Sim ulation resu lts validate the design and

the analysis.
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1　引　　言
　　不确定系统一直是控制领域的研究热点。当系

统不确定性满足匹配条件时,通常可以设计合适的

控制器,使得系统渐近稳定,同时保证系统对满足匹

配条件的不确定性具有鲁棒性甚至不变性; 而系统

不确定性不满足匹配条件时,控制系统的设计则变

得极为困难。对于实际系统,系统的不确定性很难全

部满足匹配条件。近年来,人们对非匹配不确定系统

的控制作了大量研究, 如文献 [ 1 ]提出的H ∞控制,

文献[ 2 ]提出的变结构控制等。

滑模变结构系统对系统的内部参数变化和外部

扰动具有强鲁棒性,因而滑模变结构控制为不确定

系统的控制提供了一种可行的鲁棒综合方法。但是

当不确定性不满足匹配条件时,系统的不变性便不

再存在,系统状态最多只能保持有界[5 ]。

本文提出一种终端滑模控制方法,用于非匹配

不确定M IM O 线性系统。通过设计特殊的终端滑模

切换面和相应的控制策略,使得系统在有限时间内
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收敛到终端滑模面上。当系统到达终端滑模面后,可

以保证系统的状态保持在终端滑模面上,并在有限

时间内收敛到平衡点附近的邻域内。本文建立了该

邻域的范围与系统的非匹配不确定性的范围以及终

端滑模参数之间的数学关系,用于系统设计与分析。

对所提出的方法进行计算机仿真,其结果验证了所

提出方法的有效性和分析的正确性。

2　非匹配不确定M IMO 线性系统的终端

滑模控制
2. 1　非匹配不确定M IMO 线性系统

考虑如下不确定M IM O 线性系统

xα1 = A 11x 1 + A 12x 2 + f u (1a)

xα2 = A 21x 1 + A 22x 2 + B 2u + f m (1b)

式中: x 1∈R n- m 和 x 2∈R m 为系统状态变量; A 11∈

R
(n- m )× (n- m ) ,A 12 ∈ R

(n- m )×m ,A 21 ∈ R m× (n- m ) ,A 22 ∈

R m×m , B 2∈R m×m , (A 11,A 12) 可控,B 2非奇异,且 n -

m ≤ m ; R (B 2) 表示 B 2 的值域空间; 函数 f u ∈

R (B 2)⊥和 f m ∈R (B 2) 分别表示非匹配和匹配的不

确定性且有界,满足不等式

‖f u‖≤ k 1,　‖f m‖≤ k 0 (2)

注意:可控的M IM O 线性系统均可线性变换为系统

(1) 的标准形式[3 ]。

2. 2　M IMO 线性系统的终端滑模控制

本文研究M IM O 线性系统 (1) 的调节控制问

题。首先根据文献[ 3 ],将终端滑模 (T SM ) 设计为

s = C1x 1 + C2x 2 + C3xqöp
1 (3)

式中: C1∈R m× (n- m ) , C2∈R m×m 和C3∈R m× (n- m ) 均

为终端滑模的设计参数矩阵, 且 C2 满秩, rank (C2)

= m ; p 和 q均为奇数,且满足条件

q < p < 2q (4)

向量 xqöp
1 定义为

xqöp
1 = [x qöp

1 , x qöp
2 ,⋯, x qöp

n- m ]T

　　对于终端滑模 (3) ,本文提出如下控制策略

u = u l + un (5)

u l = - (C2B 2) - 1 [ (C1A 11 + C2A 21) x 1 +

　　 (C1A 12 + C2A 22) x 2 +

　　 (qöp )C3diag (x qöp - 1
1 ) (A 11x 1 +

　　A 12x 2) + 5 s r ] (6)

un = - (C2B 2) - 1Θ1
s
‖s‖

(7)

式中: d iag (xqöp - 1
1 ) = diag (x qöp - 1

1 ,⋯, x qöp - 1
n- m ) ; s r

1 =

[sr
1 , sr

2 , ⋯ , sr
m ]T ; 5 = d ia g ( Υ1 , ⋯ , Υm ) , Υi > 0 , i =

1,⋯,m ; Θ1 为正数, 其计算将在后面说明; r为设计

常数,满足 r = z 1öz 2, z 1和 z 2 均为奇数,且 z 1 < z 2,

即有 0 < r < 1。

为了证明M IM O 线性系统 (1) 的状态在有限时

间内收敛,根据文献[ 4 ],首先引入如下引理:

引理 1　假设连续正定函数V ( t) 满足微分不

等式

V
õ

( t) ≤- ΑV Γ( t) ,　Π t≥ 0 (8)

式中Α> 0和 0 < Γ< 1均为常数。则V ( t) 满足不等

式

V 1- Γ( t) ≤V 1- Γ(0) - Α(1 - Γ) t

0≤ t≤ tr (9)

且有

V ( t) = 0,　Π t≥ tr (10)

有限时间 tr 为

tr = V 1- Γ(0) öΑ(1 - Γ) (11)

　　 为了证明在控制策略 (5)～ (7) 作用下, 系统

(1) 将在有限时间内到达滑模面 s = 0,现给出如下

定理:

定理 1　对于非匹配不确定M IM O 线性系统

(1) ,如果将终端滑模设计为式 (3) 的形式, 控制器

设计为式 (5)～ (7) 的形式,且控制器设计参数Θ1满

足

Θ1 ≥k 1 [‖C1‖ + (qöp )‖C3‖×

‖diag (xqöp - 1
1 )‖ ] + k 0‖C2‖ (12)

则系统 (1) 将在有限时间内到达滑模面 s = 0。

证明　首先对T SM 超曲面 (3) 求导,并将控制

(5)～ (7) 代入,有

sα= C1xα1 + C 2xα2 + (qöp )C3diag (xqöp - 1
1 ) xα1 =

- 5 s r - Θ1sö‖s‖ + [C1 +

(qöp )C3diag (xqöp - 1
1 ) ]f u + C2f m

　　定义L yapunov函数V ( t) = 0. 5sT s,则

V
õ

( t) = sT sα=

- sT 5 s r - Θ1‖s‖ + sT [C1 +

(qöp )C3diag (x qöp - 1
1 ) ]f u + sTC2f m

注意到

sT 5 s r = ∑
m

i= 1

Υis
r+ 1
i ≥

m in
i

(Υi) ∑
m

i= 1
s2

i

(r+ 1) ö2
= m in

i
(Υi)‖s‖r+ 1

因此

V
õ

( t) ≤

- m in
i

(Υi)‖s‖r+ 1 - Θ1‖s‖ + ‖s‖[‖C1‖ +
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(qöp )‖C 3‖‖diag (xqöp - 1
1 )‖ ]‖f u‖ +

‖s‖‖C2‖‖f m‖≤

- m in
i

(Υi)‖s‖r+ 1 - ‖s‖ (Θ1 - k 1 [‖C1‖ +

(qöp )‖C 3‖‖diag (xqöp - 1
1 )‖ ] - k 0‖C2‖)

由式 (12) 有

　　V
õ

( t) ≤- m in
i

(Υi)‖s‖r+ 1 =

　　 - m in
i

(Υi) (2V ) (r+ 1) ö2 = - Α1V
Γ1

式中: Α1 = 2 (r+ 1) ö2m in
i

(Υi) > 0, Γ1 = (r + 1) ö2 < 1。

由引理1可知,M IM O 系统 (1) 的状态将在有限时间

tr1 内到达 T SM 超曲面 (3)。□

有限时间 tr1 为

tr1 =
V 1- Γ1 (0)

Α1 (1 - Γ1)
(13)

　　当系统处于滑模上时,系统的动态性能将由滑

模确定。当M IM O 线性系统 (1) 处于滑模 (3) 时,系

统的状态方程降为 (n - m ) 阶。此时, 由终端滑模

(3) 有

x 2 = - C - 1
2 (C1x 1 + C3xqöp

1 ) (14)

将式 (14) 代入 (1a) ,得到M IM O 线性系统在滑模上

的状态方程

xα1 = (A 11 - A 12C - 1
2 C1) x 1 -

A 12C - 1
2 C3xqöp

1 + f u (15)

显然,当 f u = 0时,系统 (15) 的平衡点为原点。

下面的定理指出, 在终端滑模上的不确定

M IM O 线性系统,其系统状态将在有限时间内收敛

到原点附近的邻域内。

定理 2　对于系统 (15) , 如果设计终端滑模的

参数矩阵,使其满足

A 11 - A 12C - 1
2 C1 = - Q 1

A 12C - 1
2 C3 = +

(16)

式 中: Q 1 ∈ R
(n- m )× (n- m ) 为 正 定 矩 阵; + ∈

R
(n- m )× (n- m )为对角阵,且 + i > 0。则系统状态将在有

限时间内收敛到原点附近的邻域 8 和 8′内。8 和 8′
定义为

8 = {x 1∶‖x 1‖≤ k 1öΚm in (Q 1) } (17)

8′= {x 2∶‖x 2‖≤‖C - 1
2 C1‖‖x 1‖ +

　 　‖C3‖‖xqöp
1 ‖} (18)

式中 Κm in (Q 1) 表示Q 1 的最小特征值。

证明 　 对于系统 (15) , 考虑 L yapunov 函数

V ( t) = 0. 5xT
1 x 1。注意到

xT
1 +x qöp

1 = ∑
n- m

i= 1
+ ix

qöp + 1
i ≥

m in
i

(+ i) ∑
n- m

i= 1
x 2

i

(qöp + 1) ö2
=

m in
i

(+ i)‖x 1‖qöp + 1

因此有

　　V
õ

( t) ≤

- Κm in (Q 1)‖x 1‖2 - m in
i

(+ i)‖x 1‖qöp + 1 +

‖x 1‖‖f u‖≤

- Α2V
Γ2 - ‖x 1‖[Κm in (Q 1)‖x 1‖ - k 1 ]

式中: Α2 = 2 (qöp + 1) ö2 m in
i

(+ i) > 0, Γ2 = (qöp + 1) ö2

< 1。当系统状态x 1满足‖x 1‖> k 1öΚm in (Q 1) 时,有

V
õ

( t) < - Α2V
Γ2 ,　Π‖x 1‖ >

k 1

Κm in (Q 1)

即系统 (15) 的状态 x 1 将在有限时间 tr2 内收敛到平

衡点附近的邻域

8 = x 1∶‖x 1‖≤
k 1

Κm in (Q 1)

有限时间 tr2 为

tr2 =
V 1- Γ2 (0)

Α2 (1 - Γ2)
(19)

　　由式 (14) , x 2也收敛到一个与 x 1相关的区域 8′
内,即

8′= {x 2∶‖x 2‖≤

‖C - 1
2 C1‖‖x 1‖ + ‖C3‖‖xqöp

1 ‖} □

　　由定理 1和定理 2可知,对于任意初始状态,系

统 (1) 的状态 x 1和 x 2将在有限时间 tr = tr1 + tr2内

(见式 (13) 和 (19) ) 分别到达系统平衡点附近的邻

域 8 和 8′内 (见式 (17) 和 (18) ) 。

3　仿真实例
　　上面已提出了非匹配不确定M IM O 线性系统

的终端滑模控制的设计方法, 证明了对任意初始状

态,系统 (1) 将在有限时间 tr = tr1 + tr2内到达系统

平衡点附近的邻域 8 和 8′内,建立了该邻域的范围

与系统的非匹配不确定性的范围以及终端滑模参数

之间的数学关系,用于系统设计与分析。下面对所提

出的方法进行计算机仿真, 验证所提出方法的有效

性和分析的正确性。

考虑如下三阶线性系统

　　　

xα1

xα2

xα3

=

0 1 0

0 0 1

- 1 - 2 - 3

x 1

x 2

x 3

+

0 0

0 1

1 0

u 1

u 2

+

f u

f m 1

f m 2
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图 1　系统状态 x1, x2和 x3　　　　　　　　　　　　　　　　图 2　系统控制输入 u 1

图 3　系统控制输入 u2　　　　　　　　　　　　　　图 4　x 1及其导数的相图

系统的初始值为x 1 ( 0 ) = 4 , x 2 ( 0 ) = 1 , x 3 ( 0 ) =

- 3。假设系统不满足匹配条件和满足匹配条件的

不确定性分别为

f u = 0. 2sinΠt

f m =
f m 1

f m 2

=
0. 5sin2Πt

0. 5co s2Πt

根据式 (2) ,有 k 1 = 0. 2, k 0 = 0. 5。终端滑模选取

s = C1x 1 + C2

x 2

x 3

+ C 3x 3ö5
1

　　由定理 2,根据式 (16) ,选取Q 1 = 1, + = 1,计

算得到滑模设计参数矩阵C1, C2 和C3 为

C1 =
1

0
,　C2 =

1 0

0 1
,　C3 =

1

0

　　由定理 1,按式 (5)～ (7) 设计控制策略,设计

参数取为 5 = diag (5, 5) , r = 3ö5。计算机仿真结果

如图1～ 图4所示。图1所示的系统状态在有限时间

内收敛到平衡点附近的邻域内。另外, 根据式 (17)

和 (18) ,可求得系统状态收敛到的范围为‖x1‖≤

k 1öΚm in (Q 1) = 0. 2,‖x 2‖ ≤ ‖C - 1
2 C1‖‖x1‖ +

‖C3‖‖xqöp
1 ‖< 0. 6。由图 1可见,仿真结果与理论

分析相吻合;图 2和图 3分别为控制信号 u1和 u 2;图

4为系统状态 x 1 及其导数的相图。

　　从仿真结果可见,本文提出的终端滑模控制器

可以保证系统的状态保持在终端滑模上面, 并在有

限时间内收敛到平衡点附近的邻域内。该邻域的范

围与理论分析的结果相吻合, 验证了所提出方法的

有效性和分析的正确性。

4　结　　语
　　本文提出一种用于非匹配不确定M IM O 线性

系统的终端滑模控制方法,设计了特殊的终端滑模

切换面和相应的控制策略,保证了系统在有限时间

内收敛到终端滑模面上,在系统到达终端滑模面后

保证系统的状态保持在终端滑模面上,并在有限时

间内收敛到平衡点附近的邻域内。本文建立了该邻

域的范围与系统的非匹配不确定性的范围以及终端

滑模参数之间的数学关系,用于系统的设计与分析。

仿真结果验证了所提出方法的有效性和分析的正确

性。
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　　　　　Λ1 = exp -
x + 2. 1

0. 9

2

　　　　　Λ2 = exp (- (x ö0. 9) 2)

　　　　　Λ3 = exp -
x + 2. 1

0. 9

2

这样,模糊逻辑系统 fδ(X ( t) ûΗu) 由 27条规则构成。

系统输出的跟踪情况如图 1所示。

图 1　参考序列 y r ( t) 和输出 y ( t)

当 t = 250时,假设系统参数发生了变化,变为

(1 + 0. 804 8z - 1) ∃y ( t) =

(0. 298 2 + 0. 27z - 1) ∃u ( t - 1)

当 t = 500时,假设系统参数又发生了变化,变为

(1 + 0. 404 8z - 1) ∃y ( t) =

(0. 498 2 + 0. 4z - 1) ∃u ( t - 1)

此情况下系统输出的跟踪情况如图 2所示。

从仿真结果可以看出,本文方法不仅在系统参

图 2　参考变化后参考序列 y r ( t) 和输出 y ( t)

数未知的情况下能很好地跟踪参考序列,而且在参

数发生变化后,也具有良好的跟踪性能。

5　结　　语
　　本文针对参数未知线性系统,提出了直接自适

应模糊广义预测控制方法。该方法的主要优点是不

必预知系统参数,因而为更好地解决含参数不确定

性对象的广义预测控制问题提供了一种新方法,同

时避免了实时控制中D iophan t ine 方程的求解和矩

阵求逆。
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