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摘　要: 首先基于一些实例研究了差异演化 (D E)的参数选择问题; 然后在分析D E 特点的基础上,将缩放因子 F 由

固定数值设为随机函数,实现了一个简化的D E 版本 (SD E). 该方法不仅减少了需调整的参数,而且对 CR 的参数选

择更为宽松. 与已有文献中遗传算法的带约束型数值优化问题的实验结果对比,表明 SD E 能在较少的计算次数内获

得较好的结果.
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Abstract: T he param eters select ion of differen tia l evo lu tion (D E ) is studied by experim ents on som e benchm ark

examp les. T hen a simp lified D E version (SD E) is realized w ith random ized scaling facto r F based on the analysis fo r

the featu res of D E, w h ich no t on ly reduces a param eter that need to is adjusted, bu t also is flex ib le fo r the selection

of param eter CR. T he experim ents by comparing w ith genetic algo rithm (GA ) on som e constra ined num erical

op tim ization p rob lem s show that SD E can get better resu lts in m uch less evaluation tim es.
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1　引　　言
　　在科学和工程领域中,经常会遇到连续空间中

的数值优化问题[1 ]. 它们的目标函数通常是非线性

甚至是不可微的,这时传统的优化方法便很难获得

成功.

近 30年的研究充分表明,模拟自然进化的搜索

过程可产生非常鲁棒的计算机算法,即使这些模型

只是自然界生物体演化的粗糙简化. 演化算法

(EA ) [2 ] , 如进化规划 (EP ) [3 ]、进化策略 (ES) [4 ]、遗

传算法 (GA ) [5, 6 ]等,都是基于这种思想而发展起来

的通用的问题求解方法. 它在赋予 EA 自组织、自适

应、自学习等特征的同时,并不受搜索空间限制性条

件 (如是否可微、连续性等)的约束,也不需要其他辅

助信息 (如导数) ,不仅能获得较高的效率,而且具有

易于操作和通用的特点.

差异演化 (D E) [7, 8 ]是一种基于群体差异的 EA ,

它在首届 IEEE 演化计算竞赛中[7 ]表现突出, 并获

得广泛的应用[9, 10 ].

本文首先简要介绍D E 算法,然后基于演化计

算常用测试函数[11 ]对D E 的参数设置进行研究,在

此基础上提出了简化的D E (SD E)版本. 在加入约束

处理规则[12 ]后,与文献[ 1 ]中 GA 的结果对比,表明

SD E 能在较少的计算次数内对通常的数值优化问

题得到更好的优化性能.
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2　D E算法
　　D E最初的群体是随机产生的,它的每一个个体

x 为D 维搜索空间中的一个浮点向量. 在评估适应

值后,其中最好的个体记为 xgbest.

D E最基本的变异成分是差异向量. 每个向量对

包括群体中的两个个体 (xa, x b). 差异向量定义为

D ab = xa - x b.

变异过程首先从群体中随机选择 4 个个体 xa ,

xb, x c, x d ,然后由这 4个向量组合成D abcd = D ab +

D cd = (xa - xb) + (x c - x d ). 组合的差异向量D abcd

反映了群体的差异度. 为控制收敛速度,通常对D abcd

乘以一个缩放因子 F.

一旦求出D abcd , 则用它对 xgbest 进行变异操作,

即 x Β = x gbest + F 3 D abcd. 这里 xΒ可看作 xgbest的一个

噪音版本. 虽然有时将差异向量加到一个随机选择

的个体可能更加合适, 但对大多数例子, 使用 xgbest

可以加速收敛. 如果使用 xgbest 时导致早熟收敛, 则

应考虑使用随机个体.

对于群体中第 i个个体 x i,将与 x Β进行交叉操

作产生子代个体 xT. 为保证个体 x i 的演化, 首先通

过随机选择,使得 xT 至少有一位由 xΒ贡献,而对其

他位,可利用一个交叉因子CR ,决定 xT 中哪些位由

x i贡献,哪些位由 xΒ贡献. 如果RAND (õ) < CR ,则

该位由 xΒ贡献,即CR 越大, x Β贡献越多. 当CR = 1

时, xT = x Β.

由 x i和 xΒ产生的子代 xT ,将与其父代个体 x i进

行竞争, 只接受较好的个体, 并替换掉较差的个体,

它的群体规模是不变的.

D E 算法的参数包括群体规模N c,缩放因子 F ,

交叉因子CR. 为对参数的作用有直观的了解, 作者

对常用的Ro senb rock 函数和 Griew ank 函数[11 ] (最

优解均为 0) 进行了测试.

Ro senb rock 函数的表达式为

f 1 (x ) = ∑
D - 1

d = 1

(100 (x d + 1 - x 2
d ) 2 + (x d - 1) 2).

(1)

　　Griew ank 函数的表达式为

f 2 (x ) =
1

4 000∑
D

d = 1

x 2
d - ∏

D

d = 1

co s
x d

d
+ 1. (2)

　　图 1和图 2分别给出了群体规模N c = 20时,

Ro senb rock 函数和Griew ank 函数的适应值随 F 和

CR 的变化情况. 其中: F = 0. 1～ 1, CR = 0～ 1. 函

数维数D = 20,计算代数 T = 1 500,适应值取函数

值的对数,对每个参数组合计算 250次取平均值.

图 1　Rosenbrock函数的适应值随 F 和CR的变化

图 2　Gr iewank函数的适应值随 F 和CR的变化

　　可以看出,对于图中的等值线,数值越小,适应

值越高. 算法获得的高适应值 (Ro senb rock 函数小

于 1, Griew ank 函数小于 - 3) , 其参数设置主要位

于 F = 0. 5左右,而CR 越小, F 的区域越宽. 这是因

为如果F 太大,则群体的差异度不易下降,使得群体

收敛速度变慢;如果F 太小,则群体的差异度过早下

降,使得群体在成熟前收敛. CR 的增加意味着对多

变量相关的处理能力加强,也意味着 xΒ对子代的贡

献增多. 即个体间的非线性交互越少,越不容易形成

自组织系统, 因而对复杂问题的演化能力下降[13 ].

CR的选取应根据问题的变量相关程度决定. 对于不

相关的变量,如 Griew ank 函数,取 0 能达到较好的

效果;对于相关性较大的变量,如Ro senb rock 函数,

应取大于 0的值.

3　简化的D E
　　与GA 相比,D E 具有以下特点: 1) 变异基于群

体的差异,由于早期群体差异度通常较大,使得早期

探索能力较强, 而随着代数的增加, 差异度变小, 使

得后期开发能力增加, 这类似于一个退火过程; 2)

基于 CR 可控制个体参数的各维对交叉的参与程

度,以及全局与局部搜索能力的平衡; 3) 替换是在

父子个体之间以贪婪方式进行的, 类似于排挤模

型[6 ] ,有助于维持群体的多样性.

D E 通常采用固定的缩放因子 F ,这涉及到群体

差异度减小的速度问题. 对于不同的问题需要有不
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同的值,对 F 的调整需要更多的经验. 在 Sto rn 等[8 ]

的测试中,尽管大部分例子表明取 F = 0. 5能得到

好的结果,但也有少部分需要采用其他值.

为减少用户的参与程度,需要降低F的影响. 最

好的解决方案是自适应调整 F. 本文提出一种相对

简易的方案,采用 F = RAND (õ) ,即取 0～ 1之间

的随机数. 这种方案称为简化的D E,即 SD E.

另外, 通常遇到的数值优化问题常带有约束条

件,使用基于惩罚的方法需要引入新的参数,不易使

用. 为此,本文采用如下约束处理规则[12 ]: 1) 任何可

行点要好于不可行点; 2) 在可行点中优选目标函数

更好的点; 3) 在不可行点中优选违反约束小的点.

4　测试与讨论
　　为研究D E 在数值优化问题中的应用, 作者对

文献 [ 1 ] 中带约束的优化函数实例进行了测试 (只

选用其中无等式约束的 8个实例). 这些测试例子包

括不同的目标函数性质 (线性、二次、三次、多项式、

非线性等) , 以及不同的变量和不同数量的约束. 可

行空间占搜索空间的比例 Θ有很大变化, 可行空间

的布局也有很大不同. 这些测试例子列于表 1. 表中

给出了变量数目 n,目标函数性质,可行区比例 Θ,不

同约束的数量 (其中L I为线性不等式,N I为非线性

不等式) , 在优化点激活的约束数量 a, 以及各函数

的全局优值 F op t.

表 1　测试实例

G n 性　质 Θö◊ L I N I a Fop t

G1 13 quadratic 0. 011 1 9 0 6 - 15. 000

G2 20 nonlinear unknow n 0 2 1 0. 803 62

G4 5 quadratic 52. 123 0 0 6 2 - 30 665. 54

G6 2 cubic 0. 006 6 0 2 2 - 6 961. 814

G7 10 quadratic 0. 000 3 3 5 6 24. 306

G8 2 nonlinear 0. 856 0 0 2 0 0. 095 825

G9 7 po lynom ial 0. 512 1 0 4 2 680. 63

G10 8 linear 0. 001 0 3 3 6 7 049. 33

　　以下对SD E的测试,演化代数设为 2 000代 (其

中G 2 为 10 000代) ,所有结果为 50次计算取平均.

表 2和表 3分别给出了N c = 14, F = 0. 5时D E

和 SD E的测试结果. 可以看出,在CR 为0或0. 1时,

D E 和 SD E 得到相近的结果. D E 在CR = 1时几乎

失去优化能力, 而 SD E 还有较强的优化能力. 这是

因为随机的 F 增加了算法的遍历性,从而使 SD E 的

参数选择更为宽松. 相比之下,算法在CR 为一个小

的数值时 (如 0. 1) , 对大多数情形能获得最好的效

果.

表 4给出了N c = 70, SD E在CR = 0. 1时的测

试结果, 并与文献 [ 1 ] 中实验 1 的 GA 结果进行比

较. 对于 GA , 种群大小 N pop = 70, 代沟 gap =

100◊ , T = 5 000 (G 2 为 10 000) ,总评估次数 T e =

N pop 3 gap 3 T = 350 000 (G 2为700 000) ;对于D E,

T e = N c3 T = 140 000 (G 2为 700 000). 可以看出,

在较少的计算次数内, SD E 对所有函数均能取得比

GA 更好的结果.

表 2　N c = 14时D E对不同CR的平均测试结果

G CR = 0 CR = 0. 1 CR = 1

G1 - 14. 972 4 - 15. 000 - 5. 304 7

G2 0. 625 89 0. 765 31 0. 223 73

G4 - 29 951. 309 - 30 652. 870 - 30 199. 138

G6 - 6 673. 702 - 6 961. 814 - 6 727. 506

G7 32. 914 25. 753 92◊ failed

G8 0. 094 49 0. 091 82 0. 084 82

G9 687. 84 682. 28 6 899. 51

G10 7 424. 9 7 628. 5 82◊ failed

表 3　N c = 14时 SD E对不同CR的平均测试结果

G CR = 0 CR = 0. 1 CR = 1

G1 - 15. 000 - 14. 999 6 - 13. 726 3

G2 0. 612 17 - 0. 776 94 0. 407 46

G4 - 30 042. 597 - 30 650. 260 - 30 561. 152

G6 - 6 729. 893 - 6 961. 717 - 6 958. 807

G7 30. 927 25. 635 27. 306

G8 0. 093 16 0. 089 02 0. 076 98

G9 688. 76 682. 22 681. 06

G10 7 480. 4 7 816. 1 8 726. 3

表 4　N c = 70时 SD E与 GA 平均测试结果比较

G GA [1 ] SD E (CR = 0. 1)

G1 - 14. 460 9 - 14. 998 2

G2 0. 791 76 - 0. 796 05

G4 - 30 643. 8 - 30 644. 273

G6 - 6 191. 2 - 6 960. 591

G7 26. 619 25. 238 93

G8 0. 087 155 0. 095 825

G9 682. 18 681. 12

G10 9 141. 7 7 665. 3

　　图 3～ 图 6给出了在不同N c和CR 下, SD E对

较难的几个问题 G 2, G 7, G 9 和 G 10 的相对适应值

F no rm 随演化代数的变化情况. 这里 F no rm = ûF best -

第 1 期 谢晓锋等:差异演化的实验研究 51



图 3　不同N c 和CR时 SD E对G2 的优化性能　　　　　图 4　不同N c 和CR时 SD E对G7的优化性能

图 5　不同N c 和CR时 SD E对G9的优化性能　　　　　图 6　不同N c和CR时 SD E对G10 的优化性能

F op tû ,其中F best为到当前演化代为止的最好适应值.

　　 可以看出, 当N c 较大时, 总体结果较好, 但对

部分函数 (如G 10) 得到的结果反而较差. 这是由于

群体较大时,群体差异度不易缩小. 虽然这使得算法

的全局性增加, 但也使收敛速度下降. 另外, 对于大

部分情形, CR 的影响比N c更大.

5　结　　论
　　本文首先对具体实例进行测试,研究D E 算法

中最主要的参数CR 和 F ; 然后通过分析D E 的特

点, 提出了 F = RAND (·)的 SD E 版本. 该方法不

仅减少了所需调整的参数,而且对CR 的选择更为

宽松. 在加入约束处理规则后,与文献 [ 1 ]中 GA 带

约束型数值优化实例的实验结果进行对比, 表明

SD E 能在较短的计算时间内获得较好的结果.
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案具有如下性质:

1) 闭环系统的所有信号都有界, lim
t→∞

e1 ( t) = 0,

且lim
t→∞

r i ( t) = 0, i = 1, 2,⋯,m - 2;

2) 如果 k p 已知, r是 2n 阶充分丰富的 (2n阶充

分丰富的定义参见文献[ 1 ]) ,且R p (s) 和 Z p (s) 是互

质的,则参数估计 ûΗυû = ûΗ- Η3 û 和跟踪误差 e1以

指数速率收敛于零;

3) 若k p未知, r是2n阶充分丰富的,且R p (s) 和

Z p (s) 是互质的,则 ûΗυû 和 e1 渐近收敛于零;

4) 参数估计Θ独立于 r的丰富性渐近收敛于常

数 Θλ.
证明　由式 (2. 13) 得

Εα= - p 0Ε+ Θ3 ΗυT Υ- Θζr1. (3. 1)

考虑由式 (2. 15) , (2. 20) , (2. 21) , (2. 28) 和 (3. 1)

构成的自适应闭环系统,选取L yapunov函数

V = V 1 + ∑
m - 2

i= 1

Χi
r2

i

2
. (3. 2)

其中: V 1 由式 (2. 14) 定义, Χi > 0 ( i = 1, 2,⋯,m -

2 )是待定参数. V 沿式 ( 2. 15) , ( 2. 20) , ( 2. 21) ,

(2. 28) 和 (3. 1) 的导数为

V
õ

≤

-
p 0

m - 1
Ε2 - ∑

m - 2

i= 1

Χip i r
2
i

2
-

∑
m - 2

i= 1

p 0

m - 1 [ûΕû -
(m - 1) ΧiûΥT

i- 1# Υûû r iû
2p 0

]
2

+

∑
m - 2

i= 1
[- ΧiΑi (ΥT

i- 1# Υ) 2 r2
i +

(m - 1) Χ2
i (ΥT

i- 1# Υ) 2 r2
i

4p 0
] +

[Χ1û r1 r2û -
Χ1p 1 r2

1

2
-

Χ2p 2 r2
2

4 ] +

∑
m - 4

i= 2
[Χiû r i r i+ 1û -

Χip i r
2
i

4
-

Χi+ 1p i+ 1 r2
i+ 1

4 ] +

　[Χm - 3û rm - 3 rm - 2û -
Χm - 3pm - 3 r2

m - 3

4
-

　
Χm - 2p m - 2 r2

m - 2

2 ]. (3. 3)

其中 Υ0 = Υ. 对于上面给定的 Αi和 p i,选取 Χi满足 0

< Χi ≤ 4p 0Αiöm - 1, i = 1, 2,⋯,m - 2, Χ2 ≥

2Χ1öp 1p 2, Χi+ 1≥4Χiöp ip i+ 1, i = 2,⋯,m - 4, Χm - 2≥

2Χm - 3öpm - 3pm - 2,则

V
õ

≤-
p 0

m - 1
Ε2 - ∑

m - 2

i= 1

Χip i r
2
i

2
. (3. 4)

由此利用文献[ 1 ] 的常规方法便可证得定理 1 (详细

证明略). □

4　几点说明
　　1) 本文结果同样适用于相对阶m ≤ 3的情况.

2) 考虑初值条件 e (0) ≠ 0对自适应系统的影

响. 对于式 (2. 7) , 因为A c 是稳定的, 从而对于任意

给定的 e (0) , C T
c (sI - A c) - 1e (0) 以指数速率收敛于

零,所以初值不会影响自适应系统的稳定性.

3) 由文献 [ 4 ] 的结果知, 自适应系统 (2. 15) ,

(2. 20) , (2. 21) , (2. 28) 和 (3. 1) 的解存在且唯一.
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