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实验中的筛形吸引域在噪声影响下的可观察性
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摘　要: 实际系统中的噪声使得同步混沌吸引子成为具有一定生存时间的准稳态吸引子. 以二维耦合映射混沌同步

系统为例,经解析分析发现,在给定系统实验时间长度的条件下,只有当生存时间大于二倍的实验时间长度时,准稳

态同步混沌吸引子的筛形域才可定性观察到. 利用耦合斜帐篷映射系统进行了数值验证.
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Abstract: A tw o2dim ensional coup led m ap is discussed and it is analytically found that the riddled basins of the

m etastab le attracto r on ly can be observed qualita t ively w hen the average lifet im e of the m etastab le attracto r is longer

than the doub le of t im e length of experim ents. A nd the num erical calcu la t ions on coup led skew ten t m ap also susta in

th is analysis.
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1　引　　言
　　 人们提出了多种混沌控制和混沌同步的方

法[1～ 4 ]. 近年来, 为研究混沌同步状态的稳定性, 一

类特殊的吸引域—— 筛形域受到了人们的关注. 筛

形域具有正勒贝格测度且不包含开集[5 ] , 在不同的

参数下体现出局部筛形和全局筛形的性质[6 ]. 因此,

具有筛形吸引域的同步混沌吸引子将丧失结构稳定

性,并且从筛形吸引域出发的轨道最终将变得不可

确定. 值得注意的是,筛形吸引域不仅存在于理论研

究, 而且存在于实际应用[7, 8 ]. 噪声对筛形域的影响

也受到了重视[9, 10 ].

本文主要研究筛形域在噪声作用下的可观察

性. 噪声使得混沌同步吸引子A 成为具有一定生存

时间〈Σ〉的准稳态吸引子A ′,通过解析分析发现: 在

给定系统实验时间长度T 的条件下,只有当〈Σ〉与T

满足一定的关系时 (〈Σ〉> 2T ) ,A ′的筛形吸引域才

可定性观察到. 筛形吸引域的出现造成了对目标控

制的失败,目前尚无消除这种现象的有效方法. 本文

结果对于在实验中观察筛形吸引域及进一步研究具

有重要价值.

2　准稳态吸引子A′平均生存时间的计算
　　考虑基础映射为 x j + 1 = f (x j ) 的耦合混沌同步

系统
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F Ε(x , y ) :
x j+ 1 = f (x j ) + Ε(y j - x j ) + D 0Ν1j ,

y j+ 1 = f (y j ) + Ε(x j - y j ) + D 0Ν2j.

(1)

其中Ν1和Ν2是均值为零、强度为D 0 (0 < D 0 ν 1) 的

高斯白噪声. 令

∆ = y - x , Ν= Ν2 - Ν1,

可得

∆j+ 1 = [ f (x j + ∆j ) - f (x j ) ] - 2Ε∆j + D 0Νj.

如果 lim
j→+ ∞

û∆j û = 0, 则系统 (1) 将达到混沌同步状

态. 当D 0 > 0时, ∆成为随机变量,原无噪声时的同

步混沌吸引子A 成为在横截方向上具有一定厚度的

瞬态混沌A ′. 考虑轨道在A ′附近停留较长时间的

情况. 把 f (x j + ∆j ) 在x j处作泰勒展开,并忽略∆j的

高阶项, 得到 ∆j + 1 = (f ′(x j ) - 2Ε) ∆j + D 0Νj. 文献

[ 10, 11 ] 中令 z = lnû∆û , 并将噪声的影响考虑到

FPK 方程的反射边界条件中, 得到 z j + 1 = z j +

lnû f ′(x j ) - 2Εû. 则关于 z 的漂移系数Τ和扩散系数

D ,可表示为

Τ=〈lnû f ′(x j ) - 2Εû〉, (2)

D =
1
2
〈( lnû f ′(x j ) - 2Εû -

〈lnû f ′(x j ) - 2Εû〉) 2〉. (3)

联想同步混沌吸引子A 的横截L yapunov指数,其表

达式为

Κ⊥=
1

N
ln (∏

N - 1

j= 0
û f ′(x j ) - 2Εû ) =

1
N ∑

N - 1

j= 0
lnû f ′(x j ) - 2Εû. (4)

可见Τ刻画了A 的横截L yapunov指数Κ⊥,而D 则刻

画了在每一时刻得到的横截L yapunov指数关于 Κ⊥
的偏差.

　　当Κ⊥> 0时,A 将失去结构稳定性,因此只有在

Κ⊥< 0 (即Τ< 0) 时,讨论一条轨道在瞬态混沌A ′附

近的演化时间才有意义.

　　设随机变量 lnû f ′(x j ) - 2Εû - 〈lnû f ′(x j ) -

2Εû〉服从高斯分布,可得到关于 z 的 FPK 方程. 其

中 p (z , tûz 0, t0) 表示转移概率密度,即

5p (z , tûz 0, 0)
5t

=

- Τ5p (z , tûz 0, 0)
5z

+ D
52p (z , tûz 0, 0)

5z 2 . (5)

　　设耦合系统 (1) 的稳态吸引子处于 û∆û = + ∞

的方向上,定义 û∆1û < û∆0û < û∆thû且 û∆1û ν û∆thû ,

则 z 1 < z 0 < z th , z 1 ν z th. 其中: û∆0û 为初始值, û∆thû

为阈值. 一旦 ∆到达 û∆thû ,轨道将离开A ′而趋向稳

态吸引子. 于是得到关于 FPK 方程的初始条件和边

界条件:

　　初始条件

p (z , z 0, 0) =
1, z = z 0,

0, z ≠ z 0;

　　吸收条件

p (z th , z 0, t) = 0;

　　反射条件

J (z 1, t) = - Τp + D
dp
dz

= 0.

　　由物理意义得到 z 1 = ln D 0.

　　根据 FPK 方程理论[11 ] ,求得从 ∆0 出发的轨道

在A ′附近的平均演化时间

〈Σ〉= 1
D∫

z th

z 0

e- Τ
D

(u- z 1) du∫
u

z 1

e
Τ

D
(v- z 1) dv =

D
Τ2 û ∆1

∆th
û

Τ
D (1 - û ∆0

∆th
û

- Τ
D ) -

1
Τ lnû ∆0

∆th
û. (6)

由 Τ< 0, û∆1û ν û∆thû , û∆0û < û∆thû ,〈Σ〉可近似地表
示为

〈Σ〉≈ -
1
Τ û ∆1

∆th
û

Τ
D lnû ∆th

∆0
û. (7)

可见〈Σ〉是 û∆0û 的减函数,随着 û∆0û → û∆thû ,〈Σ〉→

0,因而〈Σ〉m ax = û D 0

∆th
û

Τ
D lnû ∆th

D 0
û

- 1
Τ.

3　噪声对A′筛形吸引域可观察性的影响
　　当A ′的生存时间〈Σ〉m ax 足够长时,在实际中是

有应用价值的,文献[ 12 ] 称之为实践意义下的吸引

子;假定在实际应用中,对系统要求的演化时间长度

为 T (T 为一大正数) ,当〈Σ〉m ax > T 时,认为A ′是实

际意义下的吸引子;当〈Σ〉m ax < T 时,A ′在实际应用

中没有价值. 本文主要讨论〈Σ〉m ax > T 的情况.

　　设系统 (1) 的同步混沌吸引子A 在一定的耦合

参数区间具有筛形吸引域. 下面考虑噪声对筛形吸

引域的影响.

　　在噪声的作用下,如果〈Σ〉m ax > T ,则A 将成为

准稳态吸引子A ′. 考虑A ′的邻域S E (A ′) (D 0 < E ν
∆th) 及从S E (A ′) ) 出发的轨道Q (∆0, t) (D 0 < û∆0û <

E ) ,Q (∆0, t) 在 A ′附近的演化时间记为〈Σ〉∆0. 在

〈Σ〉m ax > T 的条件下,如果任意的〈Σ〉∆0都大于 T ,则

A ′的筛形吸引域与A 的筛形吸引域定性相同;如果

从某一正测度子集 ( (( Α S E (A ′) ) 出发, 轨道的

〈Σ〉∆0 < T ,则A ′的筛形吸引域的局域性质在噪声影

响下将得不到保留.

　　由〈Σ〉m ax > T 可得
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-
1
Τ û D 0

∆th
û

Τ
D > T ln - 1û ∆th

D 0
û > 0. (8)

此时,设Q (∆0, t) 在A ′附近的平均演化时间〈Σ〉∆0 >

T ,然后寻找使该假设成立的条件. 由于

〈Σ〉∆0 = -
1
Τû D 0

∆th
û

Τ
D lnû ∆th

∆0
û =

-
1
Τ ln (û ∆th

D 0 û û D 0

∆0 û ) û D 0

∆th û
Τ

D =

〈Σ〉m ax + lnû D 0

∆0
û (- 1

Τû D 0

∆th
û

Τ
D ) <

〈Σ〉m ax + T lnû D 0

∆0
û ln - 1û ∆th

D 0
û ,

既已假设〈Σ〉∆0 > T ,则应有

T <〈Σ〉m ax + T lnû D 0

∆0
û ln - 1û ∆th

D 0
û. (9)

因此得到

û∆0û < D 0û ∆th

D 0
û
〈Σ〉m ax

T - 1
. (10)

　　根据D 0 < û∆0û < E ,D 0 < E ν û∆thû 的前提,

如果D 0û ∆th

D 0
û
〈Σ〉m ax

T - 1
> û∆thû , 即〈Σ〉m ax > 2T , 则从

S E (A ′) 任一点出发的轨道在A ′附近的平均演化时

间都大于 T , 表明筛形吸引域的局域性质在邻域

S E (A ′) 中得到定性保留. 如果D 0 < D 0û ∆th

D 0 û
〈Σ〉m ax

T - 1

< E < û∆thû ,即 T <〈Σ〉m ax < 2T ,则在S E (A ′) 中存

在一个正测度的子集 ( ,从 ( 出发的轨道在 (∆0, ∆th)

区域中的演化时间都小于 T. 这意味着筛形吸引域

的局域性质丧失,A ′的筛形吸引域不再存在.

　　结合〈Σ〉∆0是 û∆0û的减函数的特性,随着 û∆0û→
û ∆th û ,有〈Σ〉→0. 因此从筛形吸引域的全局结构看,

呈现出系统稳态吸引子的吸引域不断侵蚀A ′的筛

形吸引域的状态,但在〈Σ〉m ax > 2T 时,A ′的筛形吸

引域可以定性观察到.

4　数值例证
　　本文利用基础映射为帐篷映射

x j+ 1 =

x j öa , 0≤ x j ≤ a ,

1 - x j

1 - a
, a < x j ≤ 1,

　　　0 < a < 1.

二维耦合混沌同步系统进行数值实验. 该系统的同

步混沌吸引子的吸引域是筛形吸引域[13, 14 ] , 可得到

Τ和D 的解析表达式

Τ= a lnû 1
a

- 2Εû + (1 - a) ×

lnû -
1

1 - a
- 2Εû , (11)

D =
1
2 (a ( lnû 1

a
- 2Εû - Τ)

2
+

(1 - a) ( lnû -
1

1 - a
- 2Εû - Τ)

2

). (12)

　　图 1给出了当 a = 0. 5, Ε= - 1. 05时数值实验

和解析计算得到的瞬态混沌的平均生存时间〈Σ〉m ax ,

二者近似得很好. 此时,系统存在A ′和两个关于不

变子空间x = y对称的无穷远吸引子 ( + ∞, - ∞)

和 ( - ∞, + ∞). 图 2 和图 3 分别为在不同的

D 0及T 时所作吸引域图形 (其中: 黑点表示筛形吸

引域, 灰点表示吸引到 (+ ∞, - ∞) 的点, 白点表

示吸引到 (- ∞, + ∞) 的点). 当〈Σ〉m ax > 2T 时,可

图 1　由公式计算和数值实验得到的〈Σ〉max的比较

图 2　D 0 = 1. 0 e - 4, T不同时的吸引域
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图 3　D 0 = 1. 0 e - 10, T不同时的吸引域

观察到A ′的筛形吸引域,定性性质与原无噪声时的

筛形吸引域相同; 当〈Σ〉m ax < 2T 时,A ′的筛形吸引

域消失,取而代之的是 (+ ∞, - ∞) , (- ∞, + ∞)

的吸引域互为筛形的结构,类似于文献[ 9 ].

5　结　　语
　　实际系统中的噪声是不可避免的,使得同步混

沌吸引子A 成为具有一定生存时间〈Σ〉的准稳态吸
引子A ′. 以二维耦合映射混沌同步系统为例, 经解

析分析发现,在给定系统实验时间长度T 的条件下,

只有当〈Σ〉> 2T 时,A ′的筛形域才可定性观察到;

当〈Σ〉< 2T 时,A ′的筛形域将消失. 本文利用耦合

斜帐篷映射系统进行了数值验证, 所得结果对于在

实验中观察筛形吸引域及进一步研究具有重要价

值.
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