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机械臂最优运动规划问题的混合求解

连广宇, 孙增圻
(清华大学 计算机科学与技术系, 北京 100084)

摘　要: 提出一种基于 GA 和 SQP 求解机械臂最优运动规划问题的混合算法. 首先采用 B 样条函数逼近关节运动

轨迹, 将最优控制问题转化为有约束的非线性规划问题, 然后引入基于种群的 GA 算法, 给出全局最优解的初始估

计;最后利用序列二次规划( SQP)得到高精度全局最优解.仿真结果表明该方法优于单纯的 GA 或 SQP 方法.
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Hybr id algor ithm for optimal mot ion planning of robot arms
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Abstr act: A hybr id optimizat ion algorithm integrat ing GA and SQP is pr esent ed to address t he motion planning

problem of robot arms. With the joint tr ajectories approximated using B-spline function, the motion planning is

transformed into a constr ained non-linear programming problem . A group-based GA is then introduced t o solve t he

optimizat ion problem so as t o achieve an initial estima tion of the global extremum . Based on the estimation, a SQP

optimizer is employed t o search the accurate optimal solution with rapid convergent r ate. Simulation ver ifies the

advant ages of using such hybr id method compared with using GA or SQP technique separ ately.
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1　引　　言
　　给定机械臂的始末位姿, 规划一条满足约束条

件的关节运动轨迹,使某一性能指标达到最优, 称为

最优运动规划问题. 文献[ 1]基于极大值原理,采用

数值方法求解最优运动规划问题.文献[ 2, 3]以离散

关节力矩或关节加速度为优化变量,采用数学规划

方法求解最优关节轨迹. 文献[ 4]用 B 样条函数逼

近关节轨迹, 用数学规划求解样条函数最优控制点

序列,得到近似最优解.上述方法的缺点是只能得到

局部最优解. 为此,文献[ 5]以离散关节加速度为优

化变量,提出基于 GA 和 ES 的近似最优规划方法.

其缺点是解的精度依赖于离散步距,过小的步距会

引起维数灾问题.

GA 与数学规划各有优势与不足. GA 对适应值

函数解析性质要求低,依概率收敛于全局最优解, 但

解的精度受限于基因编码方式及随机搜索特性, 难

以得到精确最优解, 并且存在算法早熟问题. 数学规

划方法收敛性好,解的质量高,但要求目标函数和约

束有良好的解析性质, 且最优解对初值敏感. 结合

GA 的全局性和数学规划的快速精确性, 可望提高

优化问题的求解性能.

本文以机械臂最优运动规划问题为例,提出一

种基于 GA 和序列二次规划 ( SQP)的混合优化算

法.首先用 B样条函数逼近优化变量,将最优控制
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问题转化为有约束的非线性规划问题, 然后采用

GA 初步定位全局最优解, 最后用 SQP 求出精确最

优值.仿真结果表明,该混合算法能有效地加快收敛

速度,提高求解精度.

2　问题描述
　　下面以最小时间规划问题为例,介绍本文所提

出的算法.已知机械臂的动力学方程为

M(H)H
õ

+ h(H, H
õ

) + g(H) = S ( 1)

其中:H, S∈ Rn 分别为关节位移和力矩, M(H) 为机

械臂惯性矩阵, h(H, H
õ

) 为哥氏力、离心力和摩擦力

项, g(H) 为重力项, 它们分别为具有适当维数的矩

阵或向量. 关节位移、速度、加速度及力矩需分别满

足约束条件

H≤ H≤ H- , H
õ

≤ H
õ

≤ H
õ

,

H
¨

≤ H
¨

≤ H
¨

;
( 2)

S≤ S≤ S- . ( 3)

上述不等式两边为相应量的上下限. 设关节轨迹为

H( t) , t ∈ [ 0, T ] , T 为终点时刻.边界条件为

H( 0) = H0 , H( T) = Hf ;

H
õ

( 0) = 0, H
õ

(T ) = 0.
( 4)

以关节位移为规划变量,最小时间规划问题为:求满

足式( 2) 和( 3) 约束的轨迹 H( t) , 优化性能指标

J (H, T ) =∫
T

0
dt = T . ( 5)

3　关节轨迹参数化
　　用均匀三次B样条函数逼近 t∈ [ 0, T ] 上的关

节运动轨迹 H( t) . 设 B样条函数控制点集为

P = {p j ∈ R n, j = 0,…,m + 1}. ( 6)

考虑式( 4) 的边界条件, 则式( 6) 控制点序列应满足

p0 = p1 = p2 = H0,

pm- 1 = pm = pm+ 1 = Hf .
( 7)

设样条曲线沿时间轴均匀划分为 m + 1个间隔,即

0 = t 0 < t1 < … < tm < tm+ 1 = T .

由三次B样条的性质知,在[ t0 , t1] 及[ tm, tm+ 1]内,样

条函数一阶导数为 0, 运动部分为[ t1 , tm] , 可取 t 1 =

0, tm = T .在时间段[ t i, ti+ 1] 上, H( t) 计算如下
[ 6]

:

Hi ( s) = N 1p i- 1 + N 2p i + N 3p i+ 1 + N 4p i+ 2 .

( 8)

设 ti+ 1 - ti = $, s = ( t - ti ) / $ , i = 1,…,m - 1.

N j ( t) 为三次样条基函数,其形式如下:

N 1, 4 = ( - s
3
+ 3s

2
- 3s + 1) / 6,

N 2, 4 = ( 3s3 - 6s2 + 4) / 6,

N 3, 4 = ( - 3s
3

+ 3s
2

+ 3s + 1) / 6,

N 4, 4 = s3/ 6.

由上式可得关节速度和加速度的表达式.

4　最优规划混合数值解
　　 常规的间接或直接算法只能得到最优控制问

题的局部极值, 因此需要引入全局寻优策略来改善

解的质量.

本文结合 GA和 SQP 的特点,提出一种两步法

的混合优化方法:基于 GA 的全局极值初步定位和

基于 SQP 的精确快速求解.

4. 1　带约束的非线性规划

基于前述参数化关节轨迹, 可将最优控制问题

转化为带约束的非线性优化问题, 规划变量由控制

点集 P 及自由末端时间 T 组成. 根据式( 7) , 将始末

各 3个控制点从规划变量中去掉, 则规划变量为含

有 n(m - 4) + 1个元素的参数集合,即

x = (p
1
3,…, p

1
m- 2 ,…, p

n
3, …, p

n
m- 2, T ) , ( 9)

其中n为关节数目.由于在式( 7) 条件下边界条件自

动满足,只需考虑式( 2) 和( 3) 约束.由 B 样条函数

的强凸包性
[ 6]

, 可得满足关节位移约束的条件

H≤ p i ≤ H- . ( 10)

式( 10) 包含 2n(m - 4) 个不等式约束.由 B样条函

数的导数性质, 易得关节速度和加速度的约束条件

　　　　H
õ

≤ (p i - p i- 1) / $ ≤ H
õ
-

, ( 11)

　　　　H
¨

≤ (p i- 1 - 2p i + p i+ 1) / $2≤ H
¨

. ( 12)

上式含有 2n(m - 1) + 2nm个不等式约束. 式( 3)

的力矩约束用下述方法处理: 在[ t i, ti+ 1] 内均匀设

置采样点, 并保证所有采样时刻约束成立. 设[ t i,

t i+ 1] 分为 l段,每段长D= $ / ( l + 1) ,则约束条件为

S≤ S( uji ) ≤ S- . ( 13)

其中: uji = jD, j = 0,…, l - 1, i = 1,…,m - 1. 力

矩约束计算需用到式( 1) .最小时间问题的目标函数

为

J (x) = T . ( 14)

4. 2　基于 GA 的全局寻优

对于非线性规划问题, 首先用浮点数编码的

GA 算法求解, 然后用罚函数方法处理不等式约束.

为克服早熟现象,采用基于种群的 GA 算法[ 7] ,算法

包含N 个种群,每个种群包含 r个个体.演化过程如

下:

第 1步: 随机生成 N 个种群;

第2步: 各种群独立演化S代,记录平均适配值
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F i , i = 1, 2,…, N ;

第 3步:种群复制:用轮赌方式依概率复制种

群,平均适配值高的种群以较大概率保留下来;

第 4步:种群交叉:在随机选定的第 i 个与第 j

个种群间进行部分个体交换;

第 5步:种群变异:以某一小概率替换种群中随

机抽取的个体;

第 6步:转第 2步,直到产生满意解为止.

上述算法中 GA 操作是在种群上进行的, 具备

了分布式和移民式 GA 的优点, 提高了搜索性能.尽

管如此, GA 的随机搜索特性决定了算法只能得到

全局最优解的初步估计.

4. 3　基于 SQP 的局部优化

SQP 通过逐次求解一系列二次规划问题, 对原

优化问题的 Kuhn-T ucker 点进行求解. GA 的全局

极值初步估计为 SQP 提供了优良的初始解,可快速

得到精确的全局最优值. SQP 的计算步骤如下:

第 1步:将 GA 算法给出的最优解作为初始解

点;

第 2步:用BFGS法估计Lagrange函数的 Hess

矩阵;

第 3步:求解 QP 问题, 得到当前搜索方向;

第 4步:由一维搜索得到最佳步长,并得到新解

点;

第 5步:转第 2步,直至得到满意解为止.

5　仿真算例
　　考虑二连杆机械臂的最小时间规划问题. 边界

条件: H( 0) = [ 0, - P/ 6] , H(T ) = [P, P/ 6] , H
õ

( 0) =

0, H
õ

(T ) = 0.关节速度约束: [ - 2, 2] r ad/ s,加速度

约束: [ - 5, 5] r ad/ s 2,力矩约束: [ - 50, 50]Nõm,m

= 10, l = 10.

GA迭代 100次,最优估计值 x
0
的收敛过程如

( a)　GA 的收敛过程 　　　( b)　SQP 的收敛过程

图 1　混合算法的收敛过程

图 1( a) 所示;以 x
0
为初值的 SQP 算法收敛过程如

图 1( b) 所示.

随机给定初值, 单独采用 SQP 的收敛速度从几

十次到几百次不等,不适当的初值会导致收敛缓慢

甚至算法失败, 且所得解一般为局部极值. 以 x0 为

初值的SQP 算法一般在 10次迭代内即可收敛.

初始值x 0到最优值x
*
的收敛情况如图2所示;

关节最优轨迹如图 3所示. 全部约束条件都得到满

足.

( a)　joint1　　　　　　( b)　joint2

图 2　初始值到最优值的收敛情况

( a)　最优关节速度

( b)　最优关节加速度

图 3　最优关节速度与加速度

6　结　　论
　　本文针对机械臂最优运动规划问题,提出一种

结合 GA 和SQP 的混合优化算法.通过对关节轨迹

的 B样条逼近,把最优控制问题转化为有约束的非

线性规划问题, 利用 GA 的全局寻优能力和 SQP 的

快速收敛性, 得到较好的优化结果.与采用单纯的

GA 或 SQP 方法相比, 该方法具有明显的优势. 由

于问题描述的一般性,本文方法也适用于一般形式

的最优控制问题.
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( a )　Ambe原始图像　　　　( b)　圆盘法重建的图像　　　　( c)　普通法重建的图像

图 2　Amber 图像

的全部是 8×8的小块图像, 恢复的图像质量良好;

普通分形方法编码有 1 592块用的是 4×4的小块,

但图像右脸靠近耳朵部分与源图像有一定的差别.

6　结　　论
　　本文采用正方形外接圆盘的方法代替文献[ 2]

提出的分形压缩编码方法.该方法可调整外圆盘的

大小, 而不增加多少计算量. 实验结果表明, 使用这

种压缩编码方法比内圆方法有更高的 PSNR,从而

提高了图像的重建质量.
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